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Presentacion

La Escuela Nacional Preparatoria, institucion educativa con mas de 150 afios de
experiencia formando jovenes en el nivel medio superior, culmina en este ciclo
escolar 2018-2019, la coleccion de Guias de Estudio correspondientes a los

programas actualizados de nuestro Plan de Estudios vigente.

Después de varios afios de trabajo, reflexion y discusion, se lograron dar dos
grandes pasos: la actualizacion e implementacion de los programas de estudios de
bachillerato y la publicacion de la nueva coleccién de Guias de Estudio.

Ciertamente, nuestra Escuela Nacional Preparatoria es una institucién que no se
detiene, que avanza con paso firme y constante hacia su excelencia académica, asi
como preocupada y ocupada por la formacion integral, critica y con valores de
nuestros estudiantes, lo que siempre ha caracterizado a nuestra Universidad

Nacional.

Aln nos falta mas por hacer, por mejorarnos cada dia, para que tanto nuestros
jovenes estudiantes como nuestros profesores seamos capaces de responder a
esta sociedad en constante cambio y a la Universidad Nacional Auténoma de

México, la Universidad de la Nacion.

“POR MI RAZA HABLARA EL ESPIRITU”
BiOL. MARIA DOLORES VALLE MARTINEZ
DIRECTORA GENERAL

EScUELA NACIONAL PREPARATORIA






INTRODUCCION

La guia de Estudios del Programa de Temas Selectos de Matematicas tiene como
objetivo brindar los contenidos béasicos necesarios para presentar un examen
extraordinario acorde a los propoésitos y enfoque principal del programa de esta
asignatura.

Los alumnos que deciden estudiar mateméticas o alguna ingenieria, deben
contar con los conocimientos propios de la disciplina y ademés fortalecer
habilidades que la matematica favorece como son el razonamiento logico, critico,
deductivo, de analisis, sintesis, ademas de crear y manipular abstracciones.

El programa de Temas Selectos de Matematicas permite que el alumno
reconozca la importancia de validar una afirmacién sustentada en los contenidos de
la disciplina y el razonamiento légico, con base a esto, las situaciones que
comprenden la presente guia de estudio son de caracter puramente disciplinar lo
que permite facilitar el desarrollo de las habilidades matematicas indispensables en
estudios profesionales.

En la Unidad 1 Conjuntos se proponen situaciones contextualizadas que
permiten mostrar las bondades del lenguaje matemético y el uso de diagramas para
desarrollar habilidades de visualizacién al resolver problemas.

La Unidad 2 Légica, permite argumentar matematicamente y desarrollar un
pensamiento racional y abstracto a través de situaciones comunes que retan al
estudiante a demostrar o refutar formalmente una proposicién, apoyados en los
axiomas légicos.

Las situaciones propuestas en la Unidad 3 Métodos de demostracién en
matematicas se presentan contextualizadas en ambientes propios de la disciplina
en las que el alumno desarrollara sus habilidades argumentativas y de pensamiento
abstracto, critico y l6gico al aplicar los métodos de demostracion directa, indirecta o
de induccién matematica.

En la Unidad 4 Analisis combinatorio y teorema del binomio de Newton, las
situaciones pretenden desarrollar en el estudiante la creatividad, el razonamiento,
la deducciébn y el analisis critico, al proponer la solucion de problemas
contextualizados en el célculo combinatorio con el fin de adoptar una postura critica
para la toma de decisiones.

Las situaciones que se abordan en la Unidad 5 Numeros complejos,
muestran la relacién entre las representaciones algebraicas y geométricas que
existen entre los numeros complejos.



En la Unidad 6 Ecuaciones e Inecuaciones polinomiales en una variable se
presentan situaciones que permiten mostrar la utilidad que brindan los teoremas a
través al resolver un problema.

La Guia de estudios de Temas Selectos de Matematicas presenta en cada
unidad, ademas de situaciones para introducir los contenidos, situaciones de
autoevaluacion, referencias bibliograficas y al final un modelo de examen
extraordinario.
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UNIDAD 1 CONJUNTOS

Objetivo especifico
El alumno:

e Desarrollara habilidades de expresion, de razonamiento logico y de
pensamiento abstracto, a través del estudio de los conjuntos, las cuales le
permitirdn plantear problemas y encontrar sus soluciones, asi como
comunicar ideas de manera verbal y escrita con el lenguaje de las
matematicas.

Situacion 1. Banquete de cumpleafios.

Para festejar el cumpleafios de Juanita sus padres ofrecen un banquete a sus
familiares y amigos. Asisten 53 personas en total. A 23 invitados les gusta el atun,
mientras que a 21 les gusta el calamar y 34 prefieren el bacalao. A 9 invitados les
gusta el atin y el bacalao, a 10 les gusta el bacalao y el calamar, a 8 les gusta el
atun y el calamar, por ultimo, no hay ningun invitado al que le guste estos tres
platillos.

1.1 ¢ A cuéantos invitados al banquete les gusta atun o bacalao?
A) 30
B) 48
C) 14
D) 25

Si un conjunto A tiene n elementos se dice que tiene cardinal n, y se escribe
|Al=n ¢ #(A)=n.
La unién de dos conjuntos Ay B es el conjunto AuB:{x:XEAé Xe B}y su

interseccion se define por AmB:{x:XG Ay xe B}.

El cardinal de la union de dos conjuntos finitos Ay B es
|AUB|=|A+|B|-|ANB|.
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Solucién:

Sean A el conjunto de asistentes a la fiesta de Juanita a los que les gusta el atun,
B el conjunto de asistentes a la fiesta a los que les gusta el bacalaoy C el conjunto

de invitados a los que les gusta el calamar. Por los datos se cumple |A| =23, |B| =34
y |AnB|=9, porlo tanto |AUB|=|A+|B|-|AnB|=23+34-9=48.

Respuesta correcta: B)

1.2 ¢, Cuantos invitados prefieren sdlo el atun?
A) 6
B) 15
C) 17
D) 24

Propiedad asociativa para la interseccion y para la union:
Si A, By C son tres conjuntos, entonces

AN(BNC)=(AnB)nC y Au(BuC)=(AuB)uC

Propiedad distributiva: Si A ByC son tres conjuntos, entonces
An(BuUC)=(AnB)U(ANC).

La diferencia de dos conjuntos B y A es el conjunto
B-A={xeB:xgA}.

El cardinal de la diferencia B—A de dos conjuntos finitos B y A es
B—A=[8|[AnB]|.

Solucioén:

El conjunto de los invitados a los que sélo les gusta el atin es
A—(BUC) y su cardinal lo podemos calcular como sigue
[A-(BUC)|=[A-|An(BUC)|=|A-|(AnB)U(ANC)

y luego de usar la férmula para el cardinal de una unién finita, se obtiene

|(Am B)u(AmC)|:|(Am B)|+|(AmC)|—|(Am B)m(AmC)|, y al multiplicar esta
igualdad por —1:

14



~[(AnB)U(ANC)|=-|(AnB)|-|(ANC)|+|(AnB)~(ANC)|, por lo tanto

|A-(BuC)|=|A-|(AnB)|—|(ANC)|+|(AnB)~(ANC)|, y como
(AnB)N(ANC)=ANBNANC=ANANBNC=ANBNC, se concluye que

el nimero de invitados a los que solo les gusta el atun es
|A-(BuC)|=|Al-|(AnB)|-|(AnC)[+|AnBNC|=23-9-8+0=6, porque por

los datos iniciales se cumple |A=23, |[AnB|=9, |AnC|=8,y |AnBNC|=0

pues no hay ningun invitado al que le guste los tres platillos atun, bacalao y
calamar.

Respuesta correcta: A)

1.3 ¢ Cuantos invitados prefieren solo uno de estos platillos?
A) 3
B) 6
C) 15
D) 24

Solucioén:

Los invitados que prefieren sélo el atin forman el conjunto A—(BUC), los que
prefieren Unicamente bacalao constituyen el conjunto B—(AUC), y los que

exclusivamente prefieren el calamar conforman el conjunto C—(AUB). En la

solucion del reactivo anterior se obtuvo que el nimero de los invitados que prefieren
solo atun es:

|A-(BUC)|=|A-|(AnB)|-[(AnC)+|AnBNC|=23-9-8+0=6,

de manera analoga se justifica que el nimero de los invitados que prefieren sélo
bacalao es:

[B—(AuC)|=|B|-|(BNA)-|(BAC)[+|AnBNC|=34-9-10+0=15

y el nimero de los invitados que prefieren Gnicamente calamar es:
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IC-(AUB)|=[C|-|(CNA)-|(CNB)+|AnBNC|=21-10-8+0=3,

Al sumar el nimero de invitados que prefieren sélo atin mas los invitados que
prefieren solo bacalao méas los que solo prefieren el calamar obtenemos la
respuesta 6+15+3=24.

Respuesta correcta: D)

1.4 ¢ A cuantos de los invitados no les gusta ninguno de estos tres platillos?
Al
B) 2
C)3
D) 4

El cardinal de la unién de tres conjuntos finitos A, B y C es
|AUBUC|=|A+|B|+|C|-|AnB|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC|.

Sean A y B dos conjuntos. Si cada elemento de A es un elemento de B, se
dice que A es unsubconjunto de B . También se dice que A esta contenido
en B oque B contienea A yse escribe: AcB 6 AcB.

Si A es un subconjunto de un conjunto U , entonces el complemento de A en
Ues A=U-A={xeU:xgA}.

Si A es un subconjunto de un conjunto finito U , entonces el complemento de
A en U tiene cardinal |A°|=|U - Al=|U|—|A.

Solucioén:

De acuerdo a los datos, se tiene, |A =23, |B|=34,|C|=21 |AnB|=9, [BnC|=10,
|IBNC|=8y [AnBNC|=0, por lo tanto |AUBUC|=23+34+21-9-10-8=51,

, C
entonces el nimero que se busca es ‘(Au BUC)

=U|-|AuBUC|=53-51=2,

16



La situacion anterior se puede resumir en el diagrama de Venn de la Figura 1.1

Figura 1.1

Otra manera, tal vez mas eficiente de resolver la situacion anterior es construir
primero el diagrama de la Figura 1.1 para luego contestar los reactivos, para esto,
se usa el dato del cardinal de la interseccion AnBNC, luego se usan los cardinales

de las tres intersecciones AnNB, AnC, BNC, y por ultimo mediante diferencias,
se calcula el cardinal de las regiones donde no hay intersecciones.

Situacion 2. Operaciones con intervalos.

Considera los siguientes subconjuntos de ndmeros reales [—4,%} [-L0).
2.1 Calcula [—4,%})[—1,00) :

A) [—4,00)

B) (== 4)

C) (=]

D) (—4,00)
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INTERVALOS
Los intervalos son subconjuntos especiales del conjunto de los nimeros reales,
gue tienen una representacion geométrica simple: A cada intervalo le corresponde
un segmento o un rayo de la recta real y viceversa: a cada segmento y a cada
rayo de la recta real le corresponde un intervalo. A continuacion, se definen y mas

abajo viene su representacion geométrica.

Notacion y definicidn Nomenclatura.
[a, b] — {x eR|asx< b} “Intervalo cerrado a,b”
(a,b) :={XeR|a< X<b} “Intervalo abierto a,b”
“Intervalo semicerrado por la izquierda a,b”
[a,b) ={xeR|a< x<b} 6

“Intervalo semiabierto por la derecha a,b”

“Intervalo semicerrado por la derecha a,b”

(a,b]={xeR|a<x<b} 6
“Intervalo semiabierto por la izquierda a,b”
[a,00) == { xeR|x> a} “Intervalo cerrado a, infinito”
(a,00) = { xeR|x> a} “Intervalo abierto a, infinito”
(—o0,b]:= { xeR|x< b} “Intervalo cerrado menos infinito, h”
(—o0,b) :={x eR|x< b} “Intervalo abierto menos infinito, b”
(—o0,0) =R “Intervalo menos infinito, infinito”

Representacion geométrica de los Intervalos

[, b L &
7 b
a,b o O
(a,b) : o
1, b O
[a,b) o ;
(a, bl :,; ﬁ
\a,x) =
(a,=) y
(-20,B]. Py
b
(=o0. b O
} b
(=0, :-r.':]
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Solucién:

Se aplica directamente la definicion de la union AUB:{X:XeAé xeB} de dos
conjuntos Ay B para obtener

{—4,%}u[—1,oo):{x:x{—4,%} 6 XE[—l,oo)}:
{XERI—ArSXS% 6 —1SX}={XER: X2 -4} =[-4,).

Respuesta correcta: A)

2.2 Calcula [—4,1?} —[-1,0), donde el complemento se toma en U =R.
A) (—oo,—4]
B) (—oo,—4)
C) (—oo,l]
D) (—oo, —1)

Propiedad: Si AcUy BcU, entonces B-—A=BnA".

Leyes de De Morgan: Si AcU y Bc U, se cumplen las siguientes igualdades
(AUB) =A°NB°,y (ANB) =A°UB".

Solucioén:

Con U =R, aplicamos las propiedades enunciadas en el recuadro y una de las
leyes de De Morgan:

2

—4,—= U[—l,oo)z{XeR:—4S xé% 0 —-1< X}={X€RZ —4< x}:[—4,oo), asi

19



({_4, %}u[—l,oo)jc =[~4,0)° y por tanto
[—4, %} N[-Loo) =[-4,%) ={xeR:x <-4} =(-0,—4).

Respuesta correcta: B)

15 c
2.3 Calcula —4,3 —[-1,»)", donde el complemento se toma en U =R.

(48]
o[ 14)
o[45]
o (4]

C
Propiedad: Si AcU, (AC) =A.

Solucioén:

Con U =R, aplicamos una de las leyes de De Morgan enunciadas en el recuadro
del reactivo 2.2, la propiedad B— A=Bn A" y la propiedad el recuadro anterior:

2

xelR: —1£XSE}=[—1,Ej|.
2 2

Respuesta correcta: C)

{_4&}0[_1,00):{“1&:-43 xs% }m{XeR:—ls X} =

20



2.4 Calcula {—4,%T u[—l,oo)c, donde los complementos se toman en U =R.
A) (—OO,—l]U_%,oo
B) (—o0,-1)u %,oo
C) (—o,-1]u %,oo
D) (—o0,—1)uU E J

Solucién:

En U =R, aplicamos una de las leyes de De Morgan enunciada en el recuadro del
reactivo 2.2 para obtener

C
{ E} u[ 1o ) H 4125}m[ 100)}, ahora se calcula este conjunto,

primero con la definicion de interseccion de conjuntos

{ 4%} [—1,oo) {XER —4<x<% } {XER —1<X}={XER —1<x<%}

y luego se toma el complemento

H 4125} [l”)j {XER —1<x<%} {XER:K_M, x>%}:(_oo,_1)u(§,oo]

por lo tanto
3] i3]

Respuesta correcta D)
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Situacion 3. Gustos musicales.

Al preguntar a 1000 estudiantes sobre sus preferencias musicales, resulté que a los
que le gusta el rock y la musica clasica son el triple de los que les gusta so6lo el rock,
y el doble de los que les gusta Unicamente la musica clasica; y cuatro veces el
namero de los encuestados a los que no les gustan estos dos tipos de musica.

3.1¢Cuantos de estos 1000 estudiantes prefieren solo la musica clasica?
A) 720
B) 160
C) 240
D) 120

Dos conjuntos son ajenos si ho tienen elementos en coman, en otras palabras,
Si su interseccion es el conjunto vacio &.

Si un conjunto A tiene n elementos se dice que tiene cardinal n, y se escribe
|Al=n 6 #(n)=n.

El cardinal de la union de dos conjuntos finitos ajenos A y B es
|AUB|=|A+|B|.

La diferencia de dos conjuntos By A es B—A:{XEB:XeA}.

El cardinal de una diferencia de conjuntos:
Si B es un conjunto finitoy A< B, entonces |B—A|=|B|-|A.

Si A y B son dos conjuntos finitos cualesquiera, entonces |B— A =|B|—-|ANB].

Solucioén:

Sea U el universo del discurso que consta de los mil alumnos encuestados y sean

A el subconjunto de los alumnos encuestados a los que les gusta el rocky B el
subconjunto de los alumnos encuestados a los que les gusta la musica clasica,

luego si denotamos con X =|Ar\ B| al numero de estudiantes a los que les gustan

22



X
ambos tipos de musica entonces, de acuerdo a las condiciones del problema a §

X

X
les agrada solo el rock, a E les agrada solo la musica clasicay a Z no les gusta

ni el Rock ni la musica clasica.

Como son ajenos los conjuntos de alumnos a los que soélo les gusta el rock, de los
que solo prefieren la musica clasica y de alumnos que no les gusta ni rock ni musica
clasica y su unién con el conjunto de alumnos a los que les agradan ambos tipos de
musica es el universo del discurso (es decir el total de alumnos interrogados), la
suma de estas cantidades debe ser 1000 (ver el diagrama de Venn correspondiente

en la Figura 1.2), por lo tanto X= |Am B| satisface la ecuacion

X X X _
§+X+§+Z_1OOO
gue equivale a las siguientes
4x 12x , 6X , 3X _ £ i 29X
12712 T12 T1p 1000 O bien 57 =1000

de donde se obtiene el valor x =480, por lo tanto, la solucién al reactivo es
X 480

—=——=240.

2 2

U] = 1000

A B

x/4

Figura 1.2

Respuesta correcta: C)
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3.2 ¢ A cuantos de estos 1000 estudiantes les agrada la musica clasica?
A) 720
B) 160
C) 240
D) 120

El cardinal de la union de dos conjuntos finitos ajenos Ay B es
|AUB|=|A+|B|.

La diferencia de dos conjuntos B y A es B—A:{XGB:XeA}.

Si B es un conjunto finitoy Ac B, entonces |B—A =|B|—-|A.

Solucioén:

Como se vio en el reactivo anterior, si X es el numero de estudiantes a los que les
gustan ambos tipos de musica, se debe satisfacer la ecuacion §+ x+g+§ =1000,

que tiene la solucion X =480.

El nimero de estudiantes encuestados a los que les gusta la musica clasica es la
suma del niumero de los que prefieren ambos géneros de musica y del nimero de
los estudiantes que solo prefieren la muasica clasica, es decir

X 480

=480+ ——=480+240="720.

X+§ 5

Respuesta correcta: A)

3.3¢A cuantos de los 1000 estudiantes encuestados no les agrada la musica
clasica?
A) 760
B) 120
C) 640
D) 280
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Solucién:

Sabemos que el nUmero de estudiantes a los que les gustan ambos tipos de musica

es x=480, y a los que les agrada s6lo la musica clasica son gzigo =240y el

namero de alumnos a los que les gusta la muasica clasica es
X
\B\z X+E:480+24O:720'

La solucion al reactivo es el cardinal del complemento del conjunto de alumnos a
los que les gusta la musica clasica:

|B|=|U|-|B|=1000-720=280.

Respuesta correcta: D)

3.4 ¢A cuantos de los estudiantes les agrada so6lo el rock o Unicamente la musica
clasica?
A) 280
B) 480
C) 400
D) 240

Solucioén:

Para responder este reactivo se debe calcular el cardinal de la unién
(A— B)u(B - A) porque A-B es el conjunto de los alumnos a los que les gusta s6lo

elrocky B— A es el conjunto de alumnos a los que les agrada sélo la musica clasica.
No6tese que A-B y B—A son conjuntos ajenos y que por los datos iniciales del

problema se tiene |A— B =§ y|B—A =§ donde xes el nimero de estudiantes a

los que les gustan ambos tipos de musica. En el reactivo 3.1 se dedujo que x =480
por tanto la solucion al reactivo 3.4 es
480 480

+ 222 2 160+ 240 = 400,
2 2

(A—B)U(B-A)|=|A—B|+|B— A= g

X
3
porque el cardinal de una unidn de conjuntos ajenos es la suma de los cardinales

de los conjuntos de acuerdo a la propiedad mencionada en el recuadro del reactivo
3.1.

Respuesta correcta: C)
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AUTOEVALUACION.
Situacion 4. Conjuntos y nameros naturales.

Un numero natural distinto de la unidad es un nimero primo si sus Unicos
divisores o factores positivos, son €l mismo y el numero uno (la unidad).

El primo mé&s grande conocido hasta el momento (27 de enero de 2019), es
282589933 -1

Sean U =N, Cz{neN:n2282589933—1} y Dz{neN:n<282589933—1}.

4.1 Calcula el conjunto C-D
A) C— {282589933 _ 1}
B) C
C) DU {282589933 _ l}
D) D

4.2 Calcula c D¢, donde el complemento esen U =N
A) O
B) N
C) D
D) C

4.3 ¢A qué esigual el conjunto D-C?
A) C-D
B) C
C) D
D) &

4.4 Calcula C®uw D¢, donde el complemento se tomaen U =N.
A O
B) N
C) D
D) C
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UNIDAD 2. LOGICA
Objetivos especificos

El alumno:

e Desarrollara un pensamiento racional y abstracto, mediante el empleo de la
|6gica para argumentar tanto en la vida profesional como en la cotidiana.

e Demostrara o refutara formalmente una proposicion, apoyandose en los
axiomas légicos, para deducir los modos de inferencia més usados en los
argumentos matematicos.

Situacion 1. Promesas.

Juan recuerda que su madre, una mujer que siempre cumple lo que promete, un dia
le dijo: “Si apruebas todas las materias y obtienes promedio mayor a 9 entonces te
compro un carro”

1.1 La afirmacion de la madre es una
A) condicional
B) conjuncion
C) disyuncion
D) cuantificacion

En lo que sigue las letras P y @ representan proposiciones

Una proposicién de la forma:

“Si P entonces @7~
es una condicional.

Solucioén:

La proposicion:

“Si apruebas todas las materias y obtienes promedio mayor a 9 entonces te compro
un carro.”

es una condicional

Respuesta correcta: A)
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1.2 Sila madre no le compro el carro a su hijo, fue porque:
A) Juan no obtuvo promedio mayor a 9 o Juan no aprob6 ninguna materia
B) Juan obtuvo promedio menor a 9 o Juan no aprob6 todas las materias
C) Juan no obtuvo promedio mayor a 9 o Juan no aprobo alguna materia
D) Juan obtuvo promedio menor a 9 o Juan no aprobo alguna materia

En lo que sigue las letras P y @ representan proposiciones

e El modo de inferencia

“Si siP entonces ®, Yy no & entonces no p”
es llamado modus tollens

e Si P esla conjuncion:
RY.S
La negacion de P es
No R 6 no.s”

Solucioén:

Si Juan hubiera logrado la condicidon que su madre le pidio, ella le hubiera comprado
un carro, puesto que ella cumple lo que promete. Como no le compré el carro,
significa que Juan no consiguié la condicion

La condicion que Juan no cumpli6 es:

“Apruebas todas las materias y obtienes promedio mayor a 9”
Asi que lo que ocurri6 fue lo contrario

“No apruebas alguna materia 0 no obtienes promedio mayor a 9”

Por lo que Juan no aprobé alguna materia o no obtuvo promedio mayor a 9. O
equivalentemente:

Juan no obtuvo promedio mayor a 9 o no aprobo alguna materia

Respuesta correcta: C)
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1.3 La negacion de la afirmacion de la madre es

A) Si no apruebas todas las materias y no obtienes promedio mayor a 9
entonces no te compro un carro.

B) Si apruebas todas las materias y obtienes promedio mayor a 9 entonces no
te compro un carro.”

C) Apruebas todas las materias y obtienes promedio mayor a 9, y no te compro
un carro.

D) No apruebas todas las materias y no obtienes promedio mayor a 9, y no te
compro un carro.

En lo que sigue las letras P y @ representan proposiciones

e Lanegaciéon de la condicional:

“Si P entonces X~
es

“-P y no Q ”

Solucién:

La afirmacion de la madre es la condicional:

“Si apruebas todas las materias y obtienes promedio mayor a 9 entonces te compro
un carro”

Y su negacion es:

“Apruebas todas las materias y obtienes promedio mayor a 9 y no te compro un
carro”

Respuesta correcta: C)
1.4 Una afirmacién equivalente a la afirmacién de la madre es

A) Si no te compro un carro entonces no apruebas todas las materias y no
obtienes promedio mayor a 9.

B) Si no te compro un carro entonces obtienes promedio menor a 9 0 no
apruebas todas las materias.

C) No apruebas todas las materias y obtienes promedio mayor a 9, 0 no te
Compro un carro.

D) No apruebas todas las materias o0 no obtienes promedio mayor a 9, o te
COmpro un carro.
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En lo que sigue las letras @, = y .S representan proposiciones

e La negacion de la proposicion:
“‘Si Ry S entonces ®”
es
‘RYy S,yno”

e La negacion de la proposicion:
‘No = 6 no s, 6 R”
es:

‘RYy S,y nnk”

e Como las proposiciones

‘Si = y.Ss entonces &~

y
No = 6 no S, 6 R”

Tienen la misma negacion, son equivalentes.

Solucién:

R : Apruebas todas las materias

S . Obtienes promedio mayor a 9

@ : Te compro un carro

Por lo visto en el cuadro anterior, la proposicion

“Si apruebas todas las materias y obtienes promedio mayor a 9 entonces te compro
un carro”

es equivalente a

“No apruebas todas las materias 0 no obtienes promedio mayor a 9, o te compro
un carro”

Respuesta correcta: D)
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Situacion 2. Reflexion.

Todo lo que vale la pena cuesta algun trabajo

2.1 La proposicion anterior es una
A) condicional
B) conjuncion
C) disyuncién
D) cuantificacion

En lo que sigue la letra P representa una proposicion, y la letra a representa
una propiedad

Una proposicién de la forma:
“Todo lo que tenga la propiedad «, P”
es una cuantificacion universal

Solucioén:

La proposicion “Todo lo que vale la pena cuesta algun trabajo” es una cuantificacion
universal.

Nota: En este caso la propiedad « es “valer la pena” y la proposicion P es
“Cuesta algun trabajo”

Respuesta correcta: A)

2.2 La proposicion escrita en lenguaje analitico es

A) Paratodo x, x valelapenay existe z tal que z estrabajoy x cuesta z
B) Paratodo x, x valelapena yexiste z talque z estrabajoy xcuesta x

C) Paratodo x, si x vale la pena entonces existe z tal que z estrabajoy x
cuesta z

D) Paratodo x, si x vale la pena entonces existe z tal que z estrabajoy z
cuesta x
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En lo que sigue las letras P y @ representan proposiciones, y las letras o y S
representan propiedades (caracteristicas)

“El lenguaje analitico fue introducido por Weierstrarss en 1871 para definir la

” (1)

continuidad de una funcién

“‘En el lenguaje analitico se puede decir

explicitamente lo que en el lenguaje ordinario est4 implicito. Y sdélo se requiere
implementar el lenguaje ordinario mediante variables x, y, z,... y mediante las
expresiones paratodo x, existe x tal que, para obtener el lenguaje analitico”

(1)

Las cuantificaciones en lenguaje coloquial se pueden traducir al lenguaje
analitico. A continuacion presentamos las traducciones del lenguaje coloquial al

analitico.
Todo lo que tiene la propiedad o, P coloquial
Para todo x, si xtiene la propiedad a entonces P analitico
Algo tiene la propiedad g,y @ coloquial
Existe ztal que z tiene la propiedad g,y @ analitico

Debe tenerse presente que las proposiciones P y «2 pueden ser de cualquier
tipo (simples, conjunciones, disyunciones, condicionales o cuantificaciones). En
el caso de que se trate de cuantificaciones es recomendable traducir en etapas,

tantas etapas como cuantificadores haya.

= Zubieta, G. (1992). Taller de Légica Matematica. Andlisis Légico. México: McGraw-Hill.

Solucion:
Todo lo que vale la pena cuesta algun trabajo Coloquial
Traduccion
Para todo x, si x vale la pena entonces x cuesta algun trabajo parcial
Traduccion
Para todo x, si xvale la penaentonces existe z talque z es al lenguaje
trabajoy x cuesta z analitico

Respuesta correcta: C)
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2.3 La negacion de la proposicion es
A) Nada de lo que vale la pena cuesta trabajo
B) Todo lo que vale la pena no cuesta trabajo
C) Algo vale la pena y no cuesta trabajo
D) Algo vale la pena y no cuesta ningun trabajo

En lo que sigue la letra @ representa una proposicion, y las letras o y S
representan una propiedad.

e Lanegacion de una cuantificacion universal es una cuantificacion existencial,
cuyo cuantificando es la negacion del cuantificando de la primera.

La negacion de
“Todo lo que tenga la propiedad a, &~

es
“Algo que tenga la propiedad «, no & ”

e Lanegacion de una cuantificacion existencial es una cuantificacion universal,
cuyo cuantificando es la negacion del cuantificando de la primera.

La negacion de

“Algo que tenga la propiedad g, &~

es

“Todo lo que tenga la propiedad g, no @ ”

e En espafiol se acostumbra decir
“Ninguno que tenga la propiedad g, @~
en lugar de
“Todo lo que tenga la propiedad g, no @~

Solucion:
La negacion de
“Todo lo que vale la pena cuesta algun trabajo”

es
“Algo vale la pena y no cuesta ningun trabajo”

Respuesta correcta: D)
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2.4 La negacion en lenguaje analitico de la proposicion es
A) Paratodo x, si x vale la pena entonces x no cuesta trabajo.
B) Paratodo x, si xvale la pena entonces existe z tal que z estrabajoy x
no cuesta z
C) Existe x tal que x vale la penay no cuesta trabajo
D) Existe x tal que xvale la penay paratodo z, si z es trabajo entonces x
no cuesta z

e La negacion de una cuantificacion universal es una cuantificacion existencial.
La negacion de

Paratodo x, si x tiene la propiedad « entonces P
es

Existe x tal que X tiene la propiedad o y no P

e La negacidon de una cuantificacion existencial es una cuantificacion universal
La negacion de

“Existe X tal que x tiene la propiedad gy &~

es

“Para todo x, X notiene la propiedad g ono &~
También es negacion

“Para todo x, si x tiene la propiedad S entonces no &~

Solucion:

La negacion de una cuantificaciéon universal

“Para todo x, si x vale la pena entonces existe z tal que z estrabajoy x cuesta z”
es

“Existe x tal que X vale la pena y paratodo z, znoes trabajo o x no cuesta z”
También es negacion:

“Existe x tal que x vale la penay paratodo z, si z es trabajo entonces X no
cuesta z”

Respuesta correcta: D)
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Situacion 3. Tablas de verdad.

Como en mateméticas existen simbolos para denotar diversos objetos (relaciones,
conjuntos, propiedades) asi en logica existen simbolos para denotar diversas
expresiones. La légica simbdlica nos facilita visualizar la forma de la proposicion.

Para analizar los valores de verdad de una proposicion nos basamos en tres
principios de la l6gica clasica:

El principio del tercero excluido afirma que dada una proposicion ésta es
verdadera o su negaciéon lo es, es decir no puede ocurrir que ninguna sea
verdadera (éste es el caso que se excluye)

El principio de no contradiccion que afirma que no es posible que una
proposicion y su negacion sean ambas verdaderas.

Y el principio de bivalencia afirma que sélo hay dos posibilidades para una
proposicién que sea verdadera o que sea falsa

De acuerdo con lo anterior si tenemos dos proposiciones P y & , hay cuatro casos
posibles, que las dos sean verdaderas, que P seaverdaderay @ falsa, que P sea

falsay @ verdadera, o bien que las dos sean falsas. Todo esto se resume en la
siguiente tabla:

Proposicion | Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4
P Vv \Y F F
@ Vv F Vv F

3.1 Los correspondientes valores de verdad para la proposicion:

[(P>&)A P]> @ son:

A)

[(Po@)A Plo @ |V \% F F
B)

[(Po>&)rP]l> & |F F \% \
C)

[(Po@)A Pl |V \ \ \
D)

[(Po@)rP]l> & |F F F F
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e Una proposicion de la forma = — s esuna condicional (Si = entonces
S)

e Ala proposicion “=” se le llama hipotesis de la condicional “= — s~

e Ala proposicion “.s” se le llama hipotesis de la condicional “= — s~

e Una proposiciéon de laforma = A s esunaconjunciéon (R yS)

e Alas proposiciones “=” y “s” se les llama componentes de la conjuncion

‘R A ST

e Unacondicional es verdadera siy solo si la hipétesis es falsa o bien la tesis
es verdadera.

e Una conjuncion es verdadera si y soOlo si las dos componentes son
verdaderas.

e Observacién una proposicién de laforma [(P - & ) A P]— & es conocida

con el nombre modus ponens. Saber esto, como cultura general es valioso,
sin embargo, desde el enfoque de las matematicas no es necesario
memorizar estos nombres, lo importante es conocer los modos de inferencia
basicos y las condiciones que garantizan cuando una proposicion
(conjuncién, disyuncion, condicional) es verdadera.

Solucién:
P v v F F
o Vv F Vv F
P v F vV vV
(Po&)A P \ F F F
(Poa)r Pl |V \ \ \
R

Respuesta correcta: C)

37



3.2 Los valores de verdad correspondientes para la proposicion:

[(Pv&R) > P]>~ & son

A)

[(PvR) > Plo~@ |V F v F
B)

(Pva)—>Plo~a |V v F F
C)

[(PvR) > Plo~a& |F \Y \Y \Y
D)

(Pva) > Plo~a |F v F v

e Una proposicién de laforma = v S es unadisyuncion (= 6 S)

e Una proposicion de la forma = — s es una condicional (Si = entonces S)

e Una proposicion de la forma ~ = es una negacién (No =). (En algunos
textos se usa = = envezde ~ =)

e Una disyuncion es verdadera si y solo si alguna de sus componentes es
verdadera.

e Una condicional es verdadera siy solo si la hipétesis es falsa o bien la tesis
es verdadera.

e Unaproposicion y su negacioén tienen valores de verdad opuestos entre

Si.
Solucioén:

P Vv Vv F F
@ Vv F Vv F
-~ @ F Vv F Vv
PV Vv Vv Vv F
(Pv) > P \% \% F \%
(Pva)—>Pl>~x |F v v v

Respuesta correcta: C)
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3.3 Los valores de verdad correspondientes para la proposicion:

~(~PAR) > (PVv~®&) son

A)
~(~PAR) > (Pv~®&) |F F F F
B)
~(~PAR) > (PVv~-&) |V F \ F
C)
~(~PAR) > (Pv~@) |F \% F V
D)
~(~PAR) > (PVv~R) |V \% V V
Solucion:

e Una proposicion y su negacion tienen valores de verdad opuestos entre si.

e Una conjuncion es verdadera si y s6lo si las dos componentes son
verdaderas.

e Unacondicional es verdadera siy sélo si la hipétesis es falsa o bien la tesis
es verdadera.

e Una disyuncion es verdadera si y s6lo alguna de sus componentes son
verdaderas.

P v v F F

@ Vv F Vv F

P F F v v

- Q F Vv F \Y

~PAR F F \Y F

~(~PArR) \Y \% F \Y

PV -& Vv Vv F Vv

~(~PAR)>(PV~-R) \Y \Y% V V

Respuesta correcta: D)
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3.4 Los valores de verdad correspondientes para la proposicion:

(Po@)r~®]—> ~P

son

A)
(Po&)Ar~R]—> ~P|V \ F F

B)
(Po&)r~&]—> ~P|F F v v

C)
(Po&)Ar~R]—> ~P|V \ \ v

D)
(Po&)r~&]—> ~P|F \4 F v

e Unacondicional es verdadera siy solo si la hipotesis es falsa o bien la tesis
es verdadera.
e Una proposicién y su negacion tienen valores de verdad opuestos entre si.
e Una conjuncion es verdadera si y s6lo si las dos componentes son
verdaderas.
e Observacién una proposicion de la forma [P>®) A~&] > ~P es

conocida con el nombre modus tollens. En matematicas no es necesario
memorizar estos nombres, lo importante es conocer los modos de inferencia
basicos y las condiciones que garantizan cuando una proposicion
(conjuncién, disyuncion, condicional) es verdadera.

Solucién:

P Vv Vv F F
w Vv F \% F
~P F F \% Vv
- ® F Vv F Vv
P Vv F v Vv
(PoR)rA~R F F F v
(Po@)r~&]>~P |V \ v v

Respuesta correcta: C)
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Situacion 4. Descartes.

Al matematico René Descartes (1596-1650) se le atribuye la frase “Pienso, luego

existo” esta frase puede expresarse como “Si pienso entonces existo”

4.1La frase de Descartes es equivalente a
A) Existo y no pienso
B) Si no existo entonces no pienso
C) No existo y pienso
D) Si no pienso entonces no existo

e La contrapuesta de la condicional
‘Si P entonces &~
es
"Sino & entoncesno P”
e Una condicional y su contrapuesta son equivalentes

Solucién:

La contrapuesta de la condicional
“Si pienso entonces existo”

es

“Si no existo entonces no pienso”

Respuesta correcta: B)

4.2 La frase de Descartes es equivalente a
A) Existo o0 no pienso
B) Si existo entonces pienso
C) No existo 0 no pienso
D) Si no existo entonces no pienso

e Lanegacion de la condicional

“Si P entonces R~
es

“P y no Q 7

e Lanegacion de ladisyuncién
‘@ 06 no P’
es

“n O Q y P ”
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e Como las proposiciones
“‘Si P entonces &~
y
“@ 6 no P’
tienen la misma negacion (salvo por el orden), son equivalentes entre si.
Es decir
“Si P entonces R~
y
‘@ 6 no P”
son equivalentes.

Una analogia a lo arriba expresado en esta ultima vifieta es que:
Si a y b son nimeros y —a=-b entonces a=»b.

Solucioén:

La negacion de la condicional
“Si pienso entonces existo”
es

“Pienso y no existo”

La negacion de la disyuncion
“Existo 0 no pienso”

es

“No existo y pienso”

Como las proposiciones
“Si pienso entonces existo”

y
“EXxisto o no pienso”

tienen la misma negacion (salvo por el orden), son equivalentes entre si.

Respuesta correcta: A)

4.3 La negacion de la frase de Descartes es equivalente a
A) no existo y no pienso
B) Si no existo entonces no pienso
C) No existo y pienso
D) Si existo entonces no pienso
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e Lanegacion de la condicional

“Si P entonces @~
es

“P y no Q 7

Solucién:

La negacion de la condicional
“Si pienso entonces existo”

es

“Pienso y no existo”
0 bien

“No existo y pienso”

Respuesta correcta: C)

4.4 La reciproca de la frase de Descartes es equivalente a

A) Existo o pienso
B) Existo o no pienso
C) No existo o pienso

D) No existo 0 no pienso

La reciproca de la condicional
“Si P entonces &~

es

“Si @ entonces P’

e Lanegacion de la condicional e Lanegacion de la disyuncion
“Si & entonces P’ P 6 nnR”
es es
‘@ y no P ‘No Py R’

Como las proposiciones
“Si @ entonces P’

y
:P é no Q”

tienen la misma negacion (salvo por el orden), son equivalentes entre si.

Solucién:

La reciproca de la condicional
“Si pienso entonces existo”

es

“Si existo entonces pienso”
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La negacion de la condicional
“Si existo entonces pienso”
es

“Existo y no pienso”

La negacion de la disyuncion
“Pienso o no existo”

es

“No pienso y existo”

Como las proposiciones

“Si existo entonces pienso”

y
“Pienso o no existo”

tienen la misma negacion (salvo por el orden), son equivalentes entre si.

Respuesta correcta: C)

AUTOEVALUACION

Situacion 5. Preocupacion.

Un profesor se encuentra muy preocupado y dice: “Ningun alumno resolvio todas
las preguntas”

5.1La frase del profesor en lenguaje analitico es
A) Paratodo x,si x es alumno entonces paratodo z, si z es pregunta entonces
X No resolvid z
B) Paratodo x,si xes alumno entonces existe z tal que z es preguntay x no
resolvié z
C) Paratodo x, x esalumnoy existe z tal que z es preguntay x no resolvié z
D) Paratodo x, x es alumnoy paratodo z, zes preguntay x no resolvid z

5.2 La negacién de la frase del profesor en lenguaje analitico es
A) Existe x tal que x es alumnoy paratodo z, si z es pregunta entonces x
no resolviod z
B) Existe x tal que xes alumno y para todo z, si zes pregunta entonces x
resolvio z
C) Existe x tal que xes alumno y existe z tal que z es preguntay x no resolvio z
D) Existe x tal que xes alumno y existe ztal que z es preguntay x resolvio z
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5.3 La negacion de la frase del profesor en lenguaje coloquial es
A) Todos los alumnos resolvieron todas las preguntas
B) Todos los alumnos resolvieron alguna pregunta
C) Algun alumno no resolvioé una pregunta
D) Algun alumno resolvio todas las preguntas

5.4 Si Luis es alumno del profesor entonces
A) Luis resolvio todas las preguntas
B) Luis resolvié alguna pregunta
C) Luis no resolvié ninguna pregunta
D) Luis no resolvi6 alguna pregunta
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UNIDAD 3. METODOS DE DEMOSTRACION EN MATEMATICAS

Objetivo especifico

El alumno:

e Formulard y demostrard proposiciones matematicas, mediante los métodos de
demostracion directa, indirecta o de induccion matemética, con el fin de
desarrollar tanto su capacidad argumentativa, como un pensamiento abstracto,
critico y creativo que le permitiran construir nuevos conocimientos.

Una demostracién de una proposicion P es un argumento que justifica dicha
proposicién. Consta de un namero finito de pasos.

e Cada uno de los pasos incluye una proposicion y una explicacion del porqué
se dice tal proposicion.

La proposicion de cada paso es: o un axioma, o un dato, o una hipétesis, o
una definicién, o un teorema, o una inferencia logica, o bien una proposicion
gue se infiere de algunos de los pasos anteriores

La explicaciéon en cada paso es: axioma, o dato, o hipétesis, o definicién, o
teorema, o el nombre de la inferencia légica, o las referencias de los pasos
de los cuales se infiere. O una combinacion de éstos.

La inferencia de unos pasos a otro es una condicional la cual es verdadera
por ser un axioma, o por ser un dato, o por ser una hipétesis, o por ser una
definicion, o por ser un teorema o por ser una inferencia légica.

La afirmacion en el Ultimo paso es la proposicion P

Modos l6gicos de inferencia basicos:

(En lo que sigue, tanto P como @ representan proposiciones)
e Delo idéntico:

Si P entonces P

De la conjuncion a la parte:

Si Py @ entonces P

Si Py @ entonces @
De la parte a la disyuncion:

Si P entonces P 6 @
Si @ entonces P 6 @

De lo especifico a lo inespecifico:
Si a tiene la propiedad £ entonces existe x tal que X tiene la propiedad f

Si a estaen Ay a tiene la propiedad S entonces existe x en A tal que x
tiene la propiedad g

AN N NN

<K
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e Delo general alo particular:

v' Siparatodo x, x tiene la propiedad S entonces a tiene la propiedad £ .

v Siparatodo x en A, X tiene la propiedad f y a esta en A entonces a
tiene la propiedad f.

Como se puede observar los modos logicos de inferencia mencionados siempre

“se pasa”’ de mas informacion a menos informacion, excepto en el modo “De lo

idéntico”, en donde no se pierde informacion, se dice exactamente lo mismo. Pero

lo que no ocurre es que “se pase” de menos informacion a mas.

Un teorema es una proposicion que ya ha sido demostrada.
Para el principiante en el tema de demostraciones es conveniente escribir las

afirmaciones en una columna a la izquierda y los correspondientes argumentos
a la derecha.

A continuacién, damos un ejemplo de demostracion directa, este ejemplo lo
presentamos dos veces. En la primera presentacion se escriben explicitamente,
algunas palabras que en la practica cotidiana se omiten puesto que se dan por
sentadas, y que también se omiten en pos de la sencillez y para evitar ser repetitivo.

” £, ” [

La segunda presentacion las palabras “afirmacion”, “argumento”, “se infiere de”
aparecen en forma implicita.
Primera demostracién de que A—-Bc< ANB°

A-Bc AnB°

es decir

Si xe A—B entonces xe ANB°

Demostracion

[ Afirmaci6n CAgumento

(1) xe A—B Es la hipotesis de la condicional

(2) xeAy x¢B Se infiere de (1). Por definicion de diferencia

(3) xe A Se infiere de (2). De la conjuncion a la parte

(4) x¢B Se infiere de (2). De la conjuncion a la parte

(5) xeB® Se infiere de (4). Por definicion de complemento

(6) xe Ay xeBC® Se infiere de (4) y (5) De lo idéntico

(7) xe AnB° Se infiere de (6) y (5). Por definicién de interseccion.
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Segunda demostracion de que A-Bc ANB°

A-Bc AnB®
es decir

Si xe A—B entonces xe AnB°

Demostracion

(1)xeA-B Hipotesis

(2) xeA'y xeB (1) Definicion de diferencia

(3) xe A (2) De la conjuncién a la parte

(4) xe¢B (2) De la conjuncion a la parte

(5) xeB® (4) Definicién de complemento

(6) xe Ay xeBC (3) y (5) De lo idéntico

(7) xe AnB® (6) y (5) Definicion de interseccion.

Asi como para aprender a conducir un automovil se debe conducir un automovil, o
para aprender a nadar hay que nadar, para aprender a demostrar hay que
demostrar. Sin embargo, para atender a la problematica de crear y resolver un
examen de opcidbn multiple, en las siguientes situaciones se presentan
demostraciones “casi completas” en las que se han omitido partes de la
demostracion (o bien una afirmacion, o bien un argumento, o parte de un
argumento) con la finalidad de que tu digas lo que se ha omitido. A continuacion, te
presentamos un ejemplo.

ANB ' A-B
es decir
Si xe ANB°® entonces xe A—B

Demostracion “casi completa”

1) xe AnB® e

2)xeAy xeBt = e

(3) xe A (2) De la conjuncion a la parte
(4) ------------ (2) De la conjuncién a la parte
(5) x¢B (4) Definicion de complemento

(6) xeAy x¢B (3) y (5) De lo idéntico
(7) xe A-B (6) Definicion de diferencia
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La demostracion completa quedaria

(1) xe AnB° Hipotesis

(2) xeA y xeBC (1) Definicion de interseccion
(3) xe A (2) De la conjuncion a la parte

(4) xeB® (2) De la conjuncion a la parte

(5) xeB (4) Definicion de complemento

(6) xeA 'y x¢B (3) y (5) De lo idéntico
(7) xe A-B (6) Definicion de diferencia

Nota importante: Debes tener presente que en un examen de opcion multiple no
basta (ni siquiera es necesario) escribir en las lineas en blanco, sino que debes
elegir la respuesta correcta entre las opciones y llenar el alveolo
correspondiente.

Después de las aclaraciones anteriores, estamos listos para trabajar con situaciones
(como en las unidades anteriores).

Situacion 1. Demostracién directa.

La siguiente es una demostracion (en la que se han omitido algunos argumentos)
de que A°nB¢c=(AUB), olo que es lo mismo
Si xe A°nBC entonces xe(AUB)°

Demostracion

(1) xe A*nBC Hpt

(2) xeA® y xeBC (1) oo

(3) xe AC (2) De la conjuncién a la parte
(4) xeB® (2) De la conjuncion a la parte
(5) xeg A (3) Definicion de complemento
(6) xeB (4) Definicion de complemento
(7) xeAy x¢B (5) y (6) De lo idéntico

8) xeAUB e

(9) xe(AUB)° (8) Definicion de complemento
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1.1 El argumento que explica porque el paso (2) se infiere del paso (1) es:

A) De la parte a la conjuncion
B) Definicion de interseccion

C) Definicion de complemento
D) De la conjuncion a la parte

Definicion implicita de interseccion:
Si xeR y xe$S entonces xe RNS

y
Si xeRNS entonces xeR y xe$

Solucion:
La inferencia del paso (1) al (2) es
Si xe A°NB° entonces xe A y xeB°

Esta condicional es verdadera por la definicion de interseccion.

Respuesta correcta: B)

1.2 La justificacion del paso (8) es:

A) (7) Definicién de union, girada

B) (7) Definicién de interseccion, girada
C) (7) Definicion de conjuncion

D) (7) Definicion de union

e Definicion implicita de unién:
SixeR 6 xeS entonces xeRUS

y
si xeRuUS entonces xeR 6 xeS

e La contrapuesta de la segunda condicional es:
Si x¢gR y x¢S entonces xgRuUS

e Una condicional y su contrapuesta son equivalentes, es decir una es un
giro de la otra.
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Solucioén:

El paso (8) es “xg AuB”

Yelpaso(7)es “xgAy xgB”

Por lo que la inferencia de (7) a (8) es

“‘Si xg Ay x¢B entonces xg AUB”

Y ésta es valida por la definicién de union, girada.

Respuesta correcta: A)

1.3 La inferencia del paso (8) al (9) es:

A) Si xe AUB entonces X € (AUB)®
B) Si xe (AUB)® entonces xg AUB
C) Si x¢ AUB entonces X e (AUB)°
D) Si x¢ (AUB)® entonces xg AUB

Una inferencia es una condicional, en donde la tesis es la afirmacion del paso
gue se concluye y la hipotesis consta de los pasos de los que se infiere la
conclusion.

Solucioén:

Cw»

En este caso la afirmacion del paso (9) es, “xe(AUB) ", es la conclusion (tesis) y
la afirmacion del paso (8) es “x¢ AuUB”, es el fundamento (hipétesis).
Por lo que la inferencia es: “Si x¢ AUB entonces xe(AUB)®”

Respuesta correcta: C)

1.4 Las inferencias que son validas por su formay no por su contenido son:

A)De (3)a(2).De (4)a(2).De (7)a (B) y (6)
B) De (2) a (3). De (2) a(4). De (5) y (6) a (7)
C)De (1) a(2). De (3) a(b). De (4) a (6)
D) De (2) a (3). De (7) a (8). De (8) a (9)
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Una proposicién es valida por su forma, si no depende de los contenidos. Una
proposicion es valida por su forma si es valida en cualquier contexto.

Solucion:

La inferencia de (4) a (6) se basa en la definicion de complemento, contenido propio
de la teoria de conjuntos.

La inferencia de (8) a (9) se basa en la definicion de complemento, contenido propio
de la teoria de conjuntos.

Las inferencias que se marcan en la respuesta A) no tienen sentido porque no se
puede inferir una proposicion de otra que aun no se conoce 0 que aparecera
posteriormente.

La inferencia de (2) a (3) es una condicional del tipo: “Si P y & entonces P”

(De la conjuncion a la parte, valida por su forma)

La inferencia de (2) a (4) es una condicional del tipo: “Si P y & entonces @ ”
(De la conjuncion a la parte, valida por su forma)

La inferencia de (5) y (6) a (7) es una condicional de la forma: “Si P entonces P~
(De lo idéntico, vélida por su forma)

Resumiendo, las inferencias que son validas por su forma son:
De (2) a (3). De (2) a (4). De (5) y (6) a (7).

Respuesta correcta: B)

Situacion 2. Demostracion por casos.
La siguiente es una demostracion (en la que se han omitido algunas partes) de

que An(BuUC) = (AnB)U(ANC), es decir:
Si xe An(BuUC) entonces xe(ANB)U(ANC)

Demostracion

(1) xe An(BUC) Hipotesis

(2) xeAy xeBuC = e

(3) xe A (2) Definicion de interseccién
(4) xeBuC (2) De la conjuncion a la parte.
(5) xeB 6 xeC (4) -----------
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(6) Si xeB
(a) xeB
(b) xe A
(c) xeA y xeB
(d) xe AnB
(e) xeAnB 6 xeAnC
H xe(AnB)U(ANC)

entonces xe(ANB)U(ANC):

Hpt de (6)

(3) De lo idéntico

(b) y (a) De lo idéntico

(c) Definicién de interseccion

(e) Definicion de union

(7) Si xeC entonces xe(AnB)U(ANC):

(@ xeC
(b) xe A
(c) xeAy
(d) xe AnC

xeC

Hpt de (7)

(3) De lo idéntico

(b) y (a) De lo idéntico

(c) Definicién de interseccion

(e) xeAnB 6 xeANnC
(f) xe(AnB)U(ANC)

(8) xe (ANB)U(ANC) o e

2.1 La justificacion del paso (8) es

A) (f) De lo idéntico
B) (6) y (7) De lo idéntico
C) (6)y (7) Por casos
D) (5), (6) y (7) Por casos

Una demostracion por casos es necesaria cuando a partir de cierto paso no es
posible analizar de la misma manera a los diferentes objetos de los cuales se
habla en la proposicion.

El nUmero de casos debe ser finito. Si al analizar cada caso se llega a la misma
conclusién, se deduce que dicha conclusion es cierta. Una demostracion por
casos quedaria representada en la Figura 1. conclusién

case 1 caso 3

caso 2

conclusion

Figura 2.1

54




Si todos los miembros de la familia pueden ser tratados de la misma forma no es
necesario hacer una demostracion por casos (o bien podriamos decir que el
numero de casos es uno).

Solucion:

En el paso (5) se abrieron los casos, uncasoes que xe Ayelotroesque xeBuC
En el paso (6) se analizo el primer caso (x € A), se demostré que:
“Si x € A entonces xe (ANB)U(ANC)”

En el paso (7) se analizé el segundo caso (xeBuC), se demostro que:
“Si xe BUC entonces xe (AnB)U(ANC)”

Es decir cualquiera que sea el caso ocurre que x e (ANB)U(ANC)
Por lo que el argumento del paso (8) es: De (5), (6) y (7) Por casos

Respuesta correcta: D)

2.2 La justificacion del paso (2) es:

A) (1) Definicién de unién

B) (1) De la parte a la disyuncién
C) (1) De la parte a la conjuncion
D) (1) Definicién de interseccion

Definicién implicita de interseccion:

Si xeR y xe$S entonces xeRNS

y
Si XxeRNS entonces xeR y xe$

Solucioén:

El paso (2) no es un teorema, ni un dato, ni la hipétesis, por lo cual debe inferirse
de algun paso previo, en este caso el unico paso previo es (1). La inferencia del
paso (1) al (2) es:

Si xe An(BUC) entonces xeA y xeBuC

Esta condicional es valida por la definicién de interseccion

Respuesta correcta: D)
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2.3 En la demostracién del paso (6), la justificacion del paso (e) es:

A) (d) Definicién de interseccion
B) (d) Definicién de unién

C) (d) De la disyuncion a la parte
D) (d) De la parte a la disyuncion

El modo de inferencia de la parte a la disyuncion es:
“Si P entonces P 6 ®”

e Si P fuerafalsa, la condicional seria verdadera por tener hipotesis falsa.

e Si P fuera verdadera, “» 0 ®&” seria verdadera porque tendria una
componente verdadera, y entonces la condicional seria verdadera por tener
tesis verdadera.

e Cualquiera que seaelcaso “Si P entonces P 0 ® “es verdadera, es decir
es una tautologia.

Solucion:
La inferencia del paso (d) al paso (e) es:
“Si xe AnB entonces xe AnB 6 xeAnC”

“xeAnB 0 xeAnC” esunadisyunciény “xe AnB” es una componente de
dicha disyuncion.

Por lo que el argumento es: De la parte a la disyuncién

Respuesta correcta: C)

2.5La justificacién del paso (5) es:

A) (4) Definicién de unién

B) (4) De la parte a la disyuncién
C) (4) Definicion de interseccion
D) (4) De la parte a la conjuncion
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La definicion implicita de union es

Si xeBUC entonces xeB 6 xeC

y
Si xeB 6 xeC entonces xeBuUC

Solucioén:

Sielpaso(4)es “xeBuUC” yelpaso (5) es“xeB 6 xeC?”, el paso (5) se infiere
del paso (4).

La inferencia de (4) a (5) es:
“Si xeBuUC entonces xeB 6 xeC”
La cual es valida por definicion de union.

Respuesta correcta: A)

Situaciéon 3. Demostracion por el método de Reduccidn al absurdo.

La siguiente es una demostracioén de que G c {a,e,o}, es decir:

Si xe@ entonces x{a,e,o}

Demostracion por reduccion al absurdo

() Negacion
(2) xed () P ——
(3) Existe z talque zed (2) -

(4) No existe z talque ze Y Definicion de &

Y(S) Existe z talquezed y noexiste z talque ze<d (3)y (4) De lo idéntico

Como la negacion de la proposicion

“Si xed entonces XG{a,e,o} ”

nos condujo a un absurdo, concluimos que dicha negacion es falsa y por tanto

“Si xed entonces XE{a,e,o} ”

es verdadera.
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3.1 El primer paso de la demostracion es:

A) Si xe entonces xe{a,e,o}
B) xe@y xg{a,eo}

C) Si x¢J entonces x¢{a,e,o}
D) x¢& y xe{a,e,o}

Para demostrar una proposicion por reduccién al absurdo se parte de la
negacion de la proposicion que se quiere probar. Al continuar el desarrollo con
una serie de pasos (como se establece en una demostracion) se llega a una
contradiccion (a un absurdo) por lo que se concluye que el punto de partida —la
negacion de la proposicion- es falsa y en consecuencia la proposicion original es
verdadera.

e La demostracion por reduccién al absurdo se sustenta en dos principios de
la l6gica clasica, el principio del tercero excluido y el principio de no
contradiccion.

El axioma del tercero excluido afirma que dada una proposicion ésta es
verdadera o su negacién lo es, no puede ocurrir que ninguna sea verdadera
(éste es el caso que se excluye)

El principio de no contradiccién que afirma que no es posible que una
proposicién y su negacion sean ambas verdaderas.

e En el siguiente esquema se ilustra una demostracién por reduccién al absurdo

Se quiere
probar p Se parte de "w.p P"

no P

V

iabsurdo!

Como "mp P" nos llevé a un
absurdo concluimos que la
proposicion "n.p P"es erronea,
por lo que " P" tiene que ser
verdadera.

La negacion de la condicional

“Si p entonces &~
es

“P y no Q”

Figura 2.2
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Solucién:

La negacion de

“Si xe entonces xe{a,e,0}”
es

“xed y xe{aeo}”

Respuesta correcta: B)

3.2 El paso (2) se infiere del paso (1) y el modo de inferencia en el que se basa es:

A) De la parte a la disyuncién

B) De la conjuncion a la parte

C) De lo general a la particular

D) De lo especifico a lo inespecifico

El modo de inferencia légico de la conjuncidn a la parte es de la forma:
“Si Py @ entonces P”

e Si P fuera verdadera, la condicional “Si P y @ entonces P~
seria verdadera por tener tesis verdadera.

e Si P fuerafalsa, la conjuncién “P y @ ”seria falsa por tener una componente
falsa, y entonces /la condicional “‘Si P y ® entonces P ” seria verdadera
por tener hipotesis falsa”

e Cualquieraque seaelcaso “Si » y @ entonces P ”es verdadera, es decir
es una tautologia.
La hipbtesis es una conjuncion y la tesis es una componente de la conjuncion.

Solucioén:

La inferencia de (1) a (2) es
“‘Si xedy xe{a,e,0} entonces xed”
La cual es valida por el modo de inferencia de la conjuncién a la parte.

Respuesta correcta: B)

3.3 El paso (3) se infiere del paso (2) y el modo de inferencia en el que se basa es:

A) De la parte a la disyuncion

B) De la conjuncion a la parte

C) De lo general a lo particular

D) De lo especifico a lo inespecifico

59



En lo que sigue Prepresenta una propiedad y 2 (w)significa que w tiene la
propiedad 2

El modo de inferencia de lo especifico a lo inespecifico es de la forma:
“Si P(x) entonces existe z tal que P (z)”

La hipotesis afirma que x tiene la propiedad P vy la tesis solo afirma que hay
algin elemento que tiene la propiedad #

Solucion:
La inferencia de (2) a (3) es:
“Si xedd entonces existe z tal que ze”

En la hipoétesis se especifica que x pertenece al vacio y la tesis no se especifica,
sélo afirma que hay algun elemento que pertenece al vacio.

Asi que el modo de inferencia que se uso fue de lo especifico a lo inespecifico

Respuesta correcta: D)

3.4 El simbolo V , se escribe cuando
0

A) La demostracion terminé

B) Termind una parte de la demostraciéon

C) Se llega a una contradiccion

D) La proposicion que estamos demostrando es falsa

Es costumbre en mateméticas, en las demostraciones por reduccién al absurdo,
escribir un simbolo de admiracion estilizado cuando se llega a una

contradiccion (a un absurdo). Por ejemplo “P y no ¢”

e Uno de los axiomas de la légica clasica es el principio de no contradiccién
gue afirma que no es posible que una proposicién y su negacién sean ambas
verdaderas.
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Solucion:
En este caso la proposicién en el paso (5) es

“Existe z tal que ze W,y no existe z tal que zed

Esta es de la forma:

“P y no P ”
la cual es una contradiccion.

Por esta razon, a continuacion del paso (5) se escribio el simbolo de admiracion.

Respuesta correcta: C)
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Situacion 4. Demostracion por induccion.

Definimos:
Paratodo neN, S =1+2+...+n.

Paratodo neN, T =0+2°+..+n°,
La siguiente es una demostracion de que:
Paratodo neN, T, =S ?

Demostracion por induccién
0 T = S12

Prueba:

Por una parte
T,=C=1=T,=1. .. (a)

Y por otra
S,=1=S’=1"=S”=1. .. (B)

De (@) y (B) T,=S/

()  Paratodo keN,siT, =S entonces T, ,=5°,
Prueba

Sea keN talque T, =S,°

5 (HD

2
Tk+1:13+23+...+k3+(k+1)3:Tk+(k+1) = Sk2+(k+1)3:{@} +(k+1)3:

k? (k+1)° s K (k+1)7+4(k+1)° [k +4(k+1)](k+1)

(k1) = y _ y _

(k2+4k+4)(k+1)2 (k+2)°(k+1)"  (k+1)"(k+1+1)" ((k+1)(k+1+1) 2_ ,
4 - 4 B 22 _[ 2 j =

Portanto T,,,=S,.. .

(1 De () y (1), por el principio de induccién, concluimos que

Paratodo neN, T, =S ?

62



4.1 En la demostracion anterior la base de induccion es

A T =1
B) T,=0°
C) T12812
D) T, =1
El principio de induccion dice:
“Si
1 tiene la propiedad #
y
todo nimero natural cumple con que, si él tiene la propiedad 7
entonces su sucesor también tiene la propiedad 7
entonces

todo nimero natural tiene la propiedad #”

Esta proposicion es una condicional cuya hipétesis es una conjuncién, y a la
primera componente de la conjuncién se le llama base de induccién.

El lenguaje simbdlico ayuda a ver la forma del Principio de Induccion (en la tabla
de abajo, la expresion £ (m) significa que m tiene la propiedad 2.

|{7’(1) A VkeN( PK > Pk+1))]} > vneN (P @) | iﬁ’]gr&iigg)nde
B d
| 7o e

Solucioén:

En este ejemplo, que m tenga la propiedad significa que T, =S_?, luego, que el

ndmero 1 tenga la propiedad significa que T, =S,°.

Respuesta correcta: C)

4.2 En la demostracion anterior la hipotesis de induccion es

A) Tk:Sk2
B) keN,y Tkzsk2
C) leslz

D) k+1eNy T, =S’
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El principio de induccion es una condicional cuya hipétesis es una conjuncion,
y la segunda componente de la conjuncion es una cuantificacion universal cuyo
cuantificando es una condicional, a la hipotesis de ésta se le llama hipotesis de
induccion.

En lo que sigue 7 representa una propiedad y #m) significa que m tiene la
propiedad #

|{P(1)/\[‘v’keN (PK > Pk+d)]}ovneN (P m)

Principio de
induccién |
Paso inductiva
(es una
condicional)
Hipotesis de
induccién

‘ P (k) > P (k+1)

| P (k)

Solucioén:

2 2 2 2 Principio de
{1 =57 A[ VkeN (T, =57 >T,,=5.2) ]} > wnen(T, =s?) Princbio
_Q?2 _ 2 P inducti
= Sk - Tk+1 - S|<+1 (eisgnlg Heive
condicional)
T =S.2 Hipotesis de
ko Tk induccion

Respuesta correcta: A)

4.3 El valor de T,,, es
A) 25101
B) 3%17%101°
C) 223'5"11°
D) 243%5*11°
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En la tabla que sigue 7 representa una propiedad y #(m) significa que mtiene

la propiedad #

|( PO A[vkeN( Pk > Pk+1))]}>vneN( £ (n)) | Principiode

induccién
| vneN( 2 (n))

La conclusién del principio de induccion nos dice que todo numero natural
tiene la propiedad 72

Conclusion

Una anécdota sobre el matematico Gauss (Johann Carl Friedrich Gauss (1777-
1855), asegura que siendo Gauss un nifio dedujo una forma para contar
rapidamente la suma de los primeros n naturales. Esta deduccion da lugar a la

n(n+1 . : .
formula S, = % , la cual también puede demostrarse por induccion.

Solucioén:

En este ejemplo que m tenga la propiedad significa que T, =S _? ,y la conclusion
nos dice que todo nimero natural n tiene la propiedad, esto es: “paratodo n en N,
T =S,%; en particular el nimero 100 tiene la propiedad, es decir T,,, =S, .

Ahora

2
Tioo = Sioo” = [&gouﬂ = (50(101))" =(2(5)’ 101 = 2%5°10¢

Por tanto T, =2°5"101°

Respuesta correcta: A)
4.4 El valor de T, — Ty €S igual a
A) 2°5°
B) 2°5°
C) 2°5°
D) 2%3%
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T =0+2°+..+k®
T =L+2+. +K°+(k +1)3
Teu =T, = (k+1)’

Solucion:

Toe =L +2° +...+999°
Ty =L +2° +...4+999° +1000°
Por tanto T,,,, — T, =1000°

3

TlOOO _T999 = 10003 = (103) 109 = [2(5)]9 = 2959

Respuesta correcta: C)
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AUTOEVALUACION

Situaciéon 5. Demostracion por el método de Reduccidn al absurdo.

La siguiente es una demostracion de que:

Paratodode—{O},%;tO

Demostracion por reduccién al absurdo

(1) ---------- Negacion
(2) x,eR—{0} 1 =0 Definicion de x,, basada en (1)
XO
(3) 1 0 e e
XO

1

4) X, [X—j =x,0 (3) Por sustitucion (axioma de la igualdad)
0

Y (5) 1=0 (4) Propiedades de campo de los numeros reales

. . . 1
Como a partir de la negacion de la proposicion:  “Para todo XER—{O},;#O",

sellega a un absurdo, concluimos que dicha negacién es falsay por tanto
1
“ParatodoxeR—{0},~=#0" es verdadera.
X
5.1 El primer paso de la demostracion es:
A) Paratodo xe R—{0},==0

=0

X | X |

B) Para todo x¢R—{0},
C) Existe xe R—{0} tal que %zO

D) Existe xe R—{0} tal que 1;&0
X
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5.2 La justificaciéon del paso (3) es:

A) (2) De la parte a la disyuncién
B) (2) De la conjuncién a la parte
C) (2) De la disyuncion a la parte
D) (2) De parte a la conjuncién

5.3 La inferencia del paso (3) al paso (4) es:

A) i=0 6 XO[iJ=xOO
X X

0 0

1 1
B) —=0 Yy XO[X_]:XOO

XO 0

. 1 1
C) Si X, [—] =X,0 entonces —=0
XO XO

o1 1
D) Si — =0 entonces X, [—]: X,0
XO 0

5.4 La inferencia que es valida por su forma es:

A) De (1) a (2)
B) De (2) a (3)
C) De (3) a (4)
D) De (4) a (5)

Situacién 6. Demostracion por induccion.

Para todo ne N, definimos f :R—>R, f (x)=x"
La siguiente es una demostracion de que:
Paratodo neN—{l}, f, esderivable y f':R—>R, f’'(x)=nx""

Demostracion por induccion
(I) f, esderivabley f,):R—>R, f,’(x)=2x*"
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Prueba

Sea xeR.
Por una parte, si h=0

f,(x+h)—f,() (x+h)?—x* x*+2xh+h*-x* 2xh+h®
h - h h - -

Como lim(2x+h)=2x, lim f,(x+h)—f,09

2x+h

=2x, esdecir f, esderivableen Xy

f,(x)=2x.

Como X fue elegido arbitrariamente en R, se concluye que:
Paratodo xR, f, es derivable en X y f,’(x)=2x".
Portanto f, esderivabley f,):R >R, f,)(x)=2x*. .. (a)
Potra parte

Paratodo xeR, 2x**=2x. .. (B)

De () y (B) f, esderivabley f,):R >R, f,’(x)=2x"

() Paratodo ke N—-{1},si f, esderivabley f’:R >R, f’(x)=kx<" entonces

k+1-1

f., esderivabley f, ' :R—>R, f,_,'(x)=(k+1)x
Prueba

Sea ke N—{1}.

Supongamos que f, es derivable y f.':R >R, f'(x)=kx"".
Observemos que si XxeR

fe () =X =xx = £,(x) f, (x) = (f,f,)(x), es decir f_,(x)=(f,f)(x)
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Por tanto paratodo xeR, f,,(x)=(f,f)(x)
O bien f,,, = f.f,
Por el teorema de la derivada de un producto sabemos que:

f.., s derivable. (y)

yque f ="1'"f +ff’

Otro resultado conocido es que f, es derivable y que f =1.

De estos dos ultimos renglones concluimos que f, ' =f, + f, f
Entonces f,.,,'(xX)=f . (x)+f, (X)f. (X)

Y por hipétesis de induccion f,’(x) = kx“*

De las dos ultimas igualdades y las definiciones de f, y f, tenemos
fi’ () =X +x (k) = £ (%) = (K +D)x"

Portanto f,'(x) = (k +1)x“**

Como X fue elegida arbitrariamente en R, se concluye que:

Paratodo x en R, f_,'(x)=(k+)x“**

Esdecir f ' :R—>R, f_ ' (X)=K+Dx" . .. (5)
De () v (6)

f.., esderivabley f ., :R >R,

(1) De (1) y (II), por el principio de induccion, se concluye que
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6.1 En la demostraciéon anterior la base de induccion es:

A) f, esderivabley f':R—>R, f,'(x)=0
B) f, esderivabley f':R >R, f'(x)=1

C) f, esderivabley f':R >R, f'(x)=1x""
D) f, esderivable f,):R >R, f,’(x)=2x*"

6.2 En la demostracion anterior la hipétesis de induccion es:

A) f esderivabley f'(x):R >R, f ' (x)=kx*"

B) f,,, esderivabley f_,' R >R, f.'(x)=(k+1)x"*

C) keNy f _esderivabley f'(x):R >R, f'(x)=kx"

D) keN-{1}, f esderivabley f’(x):R—>R, f(x)=kd"

6.3 La conclusion que se ha omitido es:

A) Paratodo neN, f esderivable y f':R—>R, f'(x)=nx""

B) Paratodo neN—{0}, f, esderivable y f':R—>R, f’(x)=nx""
C) Paratodo neN—{1}, f, esderivable y f':R—>R, f’'(x)=nx""
D) Paratodo neN—{2}, f, esderivable y f’:R—>R, f’(x)=nx""

6.4 ¢ Cudl de las siguientes afirmaciones no es cierta?

A) Paratodo xeR, f(x)=1x"
B) Paratodo xeR, f,’(x)=2x*"
C) Paratodo xeR, f,’(x)=3x*"

D) Paratodo xeR, f,’(x)=4x""
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UNIDAD 4. ANALISIS COMBINATORIO Y TEOREMA DEL BINOMIO
DE NEWTON

Objetivos especificos
El alumno:

e Desarrollara habilidades de pensamiento numérico y abstracto, a través del
planteamiento y solucién de problemas del célculo combinatorio y de
aproximacion por medio de la serie del binomio, con el fin de adoptar una
postura critica para la toma de decisiones.

e Desarrollard su creatividad al proponer la solucion de problemas y
reconocera que es posible llegar su solucién por un camino diferente al que
él haya encontrado, al escuchar y analizar los planteamientos de otros.

Situacion 1. Cena de fin de aiio.

El sindicato de profesores de una escuela ofrece una cena-baile de fin de afio para
sus afiliados donde habra una rifa de una tableta, una laptop y una smart tv (en ese
orden). En total asisten 145 profesores, cinco de los cuales son representantes del
sindicato.

1.1 Si ningun profesor puede ganar mas de un premio, ¢de cuantas formas se
puede elegir a los ganadores de la rifa?

A) 145x144x143
B) 140 1:? =x138
C) 140x139x138
D) 145x 1;4 x143

El nimero de ordenaciones sin repeticion de los elementos de un conjunto de
cardinal n tomadas de r en r es nPr=nx(n-1)x(n-2)x---x(n-r+1). Otros

simbolos usados para denotar este namero son ,P. 6 O,".
En particular, el nimero de permutaciones de los elementos de un conjunto de
cardinal n es P, :n!:n><(n—1)><(n—2)><---><2><1.
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Solucién:

Son todas las posibles ordenaciones sin repeticion del conjunto de los 145
profesores asistentes tomados de tres en tres, es decir 145P3=145x144x143 ,
porque n—r+1=145-3+1=143.

Respuesta correcta: A)

1.2 Si los representantes del sindicato no participan en el sorteo de los premios, y
nadie puede obtener mas de un premio ¢de cuantas maneras se puede elegir a
los ganadores de la rifa?

A) 2985840
B) 895160

C) 2685480
D) 497640

Solucioén:

Descartando a los cinco representantes del sindicato, todas las posibles
ordenaciones sin repeticion tomadas de tres en tres del conjunto de los 140
profesores asistentes restantes es 140P3=140x139x138 = 2685480 .

Respuesta correcta: C)

1.3 ¢De cuantas maneras se puede seleccionar un comité de tres integrantes para
organizar y efectuar la rifa que incluya a lo sumo un representante del sindicato?
A) 2685480
B) 497640
C) 447580
D) 496230

Las combinaciones de un conjunto A de n elementos tomadasde I en r
son todos los subconjuntos de A con I -elementos, su nimero se denota con

. . n
nCr 6 C', 6 con ( j y se cumple
r

[nj: nPr _ nx(n-1)x(n-2)x--x(n-r+1)

r r! r! '
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Principio fundamental de conteo: Si una tarea se puede realizar de n
maneras y otra se puede realizar de m , ambas se pueden realizar de nxm
maneras distintas.

Solucion:

140 ! . e, L
Hay _ 140t _ 447580 posibles comités sin ningun elemento del sindicato
3 31(137)!

pues éstos son todos los posibles subconjuntos de tres elementos tomados de un
conjunto de 140 personas que no son representantes del sindicato.

Para formar comités de tres integrantes que contengan un solo elemento del
sindicato tomamos subconjuntos de dos elementos de las 140 personas que no son
representantes del sindicato, de los cuales hay

140 !
_ U0 _g730,
2 ) 21(138)!

: - : S
después elegimos un elemento del sindicato, lo cual se puede realizar de (lj:S

maneras, y por el principio fundamental del conteo, se sigue que el nimero total de
comités de tres integrantes con solo un representante del sindicato es

5) (140
(1}{2 j=5><9730 =48650.

Entonces el total de los comités posibles de tres miembros con a lo mas un
representante del sindicato es la suma de los casos anteriores:

140 5) (140
(3 j+ (:J X (2 j = 447580+ 48650 = 496230 .

Respuesta correcta: D)

1.4 De cuantas maneras se puede elegir un comité de cuatro miembros para hacer
la rifa de la fiesta, si debe contener exactamente dos representantes del
sindicato y dos del resto de los profesores asistentes.

A) 97300
B) 10

C) 9730
D) 2237900
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Solucioén:

5 ! . .
Hay (J:%:lo formas de elegir a dos de los cinco representantes del
sindicato, mientras que la eleccion de dos personas de los profesores que no son
representantes del sindicato se puede realizar de

140 I
= & =9730 maneras,
2 2 !(138)!

entonces por el principio fundamental de conteo, el total de maneras posibles de
formar los comités con cuatro integrantes solicitados es

5) (140
(ZJ X (2 j =10x9730=97300.

Respuesta correcta: A)

Situacioéon 2. Lafinal de un concurso.

En un examen final de un concurso interpreparatoriano de conocimientos se debe
asignar un pupitre a cuatro concursantes de la prueba de Calculo y a cuatro
estudiantes de Temas Selectos de Matematicas (TSM). Se dispone de ocho pupitres
en una fila para acomodarlos.

2.1¢De cuéantas formas se pueden sentar los ocho concursantes?
A) 8x4!
B) 444!

C) 8!
D) 2x8!

Solucion:
Son todas las posibles permutaciones de los ocho alumnos, cuyo numero es

P, =8!=8x7x6x5x4x3x2x1=40320

Respuesta correcta: C)
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2.2 Si los estudiantes se sientan de manera alternada, uno de Célculo y otro de
TSM, y la primera posicion la ocupa uno de TSM ¢De cuantas maneras se
pueden sentar?

A) 1152
B) 48
C) 576
D) 5040

Solucioén:

Por el principio fundamental de conteo son 4&41=24x24 =576, maneras porque se
inicia el acomodo con estudiantes de Temas Selectos y después, alternandolos, se
acomoda a los estudiantes de Calculo.

Respuesta correcta: C)

2.3 ¢ Cuantos acomodos son posibles si no deben estar juntos dos alumnos de la
misma materia?

A) 1152
B) 48
C) 576
D) 24

Solucioén:

Se puede acomodar primero a los estudiantes de Temas Selectos en forma
alternada de tal manera que ocupen la primera silla, la tercera, la quinta y la séptima
y luego acomodar a los de Calculo alternando lugares, por el principio fundamental
de conteo hay 4!x4! formas; pero también se debe considerar el nimero de formas
obtenidas al acomodar primero a los alumnos de Célculo que también son 44!,
entonces en total son 2x4x4!1=1152 formas.

Respuesta correcta: A)
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2.4 Si tres de los concursantes son mujeres y los cinco restantes son hombres y
deben sentarse juntas las mujeres ya sea al inicio de la fila o al final, ¢ de cuantas
maneras se puede hacer el acomodo?

A) 720
B) 1440
C) 576
D) 1152

Solucién:

Si se inicia con las mujeres se tienen 3x2x1=3! maneras de acomodarlas y para
los cinco hombres disponemos de los ultimos cinco asientos, por lo tanto el nimero
de formas de acomodar a los hombres es 5!, pero también se puede iniciar el
acomodo sentando primero el bloque de hombres, entonces por el principio
fundamental de conteo, el nimero total de maneras buscado es 2x3x5!=1440.

Respuesta correcta: B)

Situacién 3. Expansion binomial.

Considera el binomio (a+b)”.

3.1 ¢Cuél es el quinto término de su expansion?

A) 495a°b®
B) 495a%b*
C) 792a°h’
D) 792a’b®

Teorema del binomio de Newton.

Para cualquier entero no negativo n, se cumple el siguiente desarrollo o
expansion

(a+b)n:z : a"'b" = n a" + n anflbl_i_ 0 an*2b2+_“+ n a1bn—l_|_ n b
=\ r 0 1 2 n-1 n




Término r-ésimo del desarrollo del binomio de Newton:
El término que ocupa la posicion r 6 el r-ésimo término en la expansion de un

binomio (a+b)" es
( n Jan—wlbr—l.
r-1

Solucion:

En el desarrollo del binomio (a+b)12, el término que ocupa la posiciébn 1 es
12
r-1
tiene la condicion r =5, al sustituir este valor se obtiene el término deseado

12 P 12 alzp? = Lasb4 =495a%p*.
5-1 4 4!(12 — 4) !

a”"™p"*, y puesto que se busca el término que ocupa la quinta posicion, se

Respuesta correcta: B)

3.2 El término que ocupa la posicion central en la expansion del binomio es
A) 792a°p°
B) 924a’b®
C) 792a’b®
D) 924a°b®
Solucion:
En el desarrollo del binomio (a+b)12, aparecen 13 términos por lo que el término

. n rlpre
central es el séptimo y ocurre con r =7, por tanto, al usar el modelo ( ja“ MHprt

para el término que ocupa la posicion r con n=12 se obtiene la respuesta

12 raps _(12) goepe 120 oo 12! o6 gopaeys
7.1 6 6!(12—6)! 616!

Respuesta correcta D)
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3.3 Si a=1y b=-2x ¢cual es el coeficiente de x’ en la expansion?
A) 101376x’
B) —792x’
C) —101376x’
D) —792x’

Solucion:
Con a=1, y b=—-2x, el binomio se convierte en (a+b)” =(1+(—2x))12

y el término r -ésimo de su expansion como binomio de Newton es

(rl_ZJ (1) (<2x) " = (rl_zlj(_z)“l X,

en el cual se sustituye r—1=7 para obtener el término solicitado

12
( : j(—z)7 x" =792(-128)x” =-101376x’
ademas de r—-1=7 se deduce que r =8 por lo que el término encontrado es el
octavo en orden de potencias crecientes de X.

Respuesta correcta: C)

34Sia=t,y b :_2i, ¢Cudl es el término constante en la expansiéon del binomio?
t

A -2t
16
B) 924
C) -924
D) 231

16

Solucién.

Con a=t, b= _Zi , €l binomio se convierte en
t

(a+b)” =(t+(—2itnlz = (t+(—2t)’1)12 - (H(—z)*lrl)12
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cuyo término r es igual a

12 12-r41 ((_p\ L1 1 12 1831 o\ (D) o ~(r-1) _
(r—ljt (CANSIE e e
~(r-1) 12 13-rg—r+l ~(r-1) 12 14-2r
-2 et = (-2 t
( ) (r—l} ( ) (r—l

en donde se observa que el término constante ocurre cuando se satisface la
ecuacionl14—2r =0, cuya solucién es r =7; al sustituir este valor en la ultima
expresion, se tiene el término

(_2)—(7_1) 12 {14-27) :(_2)-5 12 0 1 . 12 _ 1 6X£:£x924:&_
-1 6) (-2 \6) (-2)° 66! 64 16

Respuesta correcta D)
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AUTOEVALUACION.

Situacion 4. Torneo de billar.

En el Palacio de los deportes de Ciudad de México se lleva a cabo un encuentro de
30 jugadores de billar. Hay billaristas veteranos y jovenes de 30 afios 0 menos, y
todos son adultos excepto Juan que es un habilidoso joven de 17 afios.

4.1 Si en la reunion de inauguracion todos los billaristas, excepto Juan, se saludan
con un beso en una mejilla ¢ cuantos besos ocurrieron?

A) 870
B) 812
C) 435
D) 406

4.2 Antes de que inicie la primera ronda del torneo para quitarse los nervios, Juan

forma filas (al colocar una bola tras otra) con cinco bolas rojas y cuatro bolas
blancas de billar, ¢en total cuantas filas distintas podria formar?

A) 2880

B) 126

C) 252

D) 1440

4.3 Suponiendo que en la pendltima ronda so6lo quedan quince billaristas y hay

disponibles tres jueces incluyendo al juez principal ¢de cuantas maneras se
pueden repartir los jueces a los jugadores si primero elige el juez principal y cada
juez debe calificar a cinco jugadores?

A) 756756

B) 378378

C) 1513512

D) 126126

4.4 Si en la dltima ronda hay nueve finalistas con distinta cantidad de puntos

82

obtenidos e inicia el billarista que tiene el mayor puntaje, luego los que le siguen
en orden decreciente de puntos y todos deben ejecutar una de cuatro posibles
jugadas ante el juez principal, ¢de cuantas formas se podria realizar la Gltima
ronda?

A) 3024

B) 262144
C) 6561
D) 364880



4.5 Suponiendo que en la ultima ronda quedan ocho jugadores veteranos y siete
jovenes jugadores (menores de treinta afios), y un juez debe asignar los tres

primeros lugares de una de estas dos categorias ¢de cuantas maneras puede
hacer la asignacion?

A) 455
B) 210
C) 546
D) 336
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UNIDAD 5. NUMEROS COMPLEJOS

Objetivos especificos
El alumno:

e Analizar4 la relacion existente entre las representaciones algebraicas y
geométricas de los numeros complejos, a través del uso de recursos
tradicionales o tecnoldgicos, con el fin de plantear conjeturas y construir nuevos
conocimientos.

Situacion 1. Operaciones basicas con numeros complejos.

8

1.1 Simplificar la siguiente suma de complejos [g+?|j (

1, V32
Tl

expresando el resultado en el formato binomial

A) —1-24/2i

B) —1+22i

C) 1+2V2i

D) 1-2V2i
Por definicion “i” es un nimero con la propiedad i =-1, se puede notar que
igR .
La forma binomial de un nimero complejo es z=a+ib, paraalgunos a y b en
R.

Se denota al conjunto de todos los nimeros complejos por C={a+bi|a,beR}

Operaciones en los numeros complejos

Suma
Si z,=a,+ib y z,=a,+ib, estan en C, se define z,+z,:=(a,+a,)+i(b,+b,)

Interpretacion geométrica de la suma de los nimeros complejos (ver Figura
5.1).
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Plano de Argand o Plano complejo
(by + bs)i

byt

22

byi
7

Figura 5.1
Axiomas para la suma

Paratodo z,, z, y z;en C, se tiene

S1) (z,+2,)+2,=2,+(2,+2,)

S2) ,+2,=2,+1;

S3) El 0=0+0i en C cumple z,+0=2,

Ss4) Si z=a+ibeC entonces z+(-z)=0, donde -z=-a-ib.

Producto

Se define z,-z,:=(aa, —bb,)+i(ab, +ab,).

Axiomas para el producto

Paratoda z,, z, y z; en C, se tiene

P1) (2,-2,) 2, =2,-(2,-25)

P2) z,-2,=2,-7

P3) 1=1+0i en C cumple 1.z, =2

Ps) Si z=a+ibeC-{0}, se tiene que existe 2" en C talque z-z'=1
D) Se tiene la propiedad distributiva: (z,+2,)-z, =2,-2,+2, - ;.

Puesto que C cumple los axiomas anteriores, C es un campo.

Solucioén:

[§+£i]_{_i+@i}:(g—éj+(£+@]i :1+Mi :1+2«/§i
2 3 3

2 3 3 2 2) (3

Respuesta correcta: C)
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1.2 El producto (1+ 2i)(2—3;—2;45i)expresado en forma binomial es:

11 2.
=i
25 25
B) —X_ 2
25 25
11 2.
— =4+ —i
25 25

A)

C)

) -

(335

3 8 4 6 ). 11 2.
—t— |+ =t == |i=—=+—I
25 25 25 25 25 25

(1+2i)(%—%i)

Respuesta correcta: A)

1.3 La divisién de 1+2 expresada en forma binomial es:

3+4i

N
25 25
11 2.
=i
25 25
11 2.
— =4+ —i
25 25

D) —==—-<i

B)

C)
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Si #=arg(z) se tiene {

Figura 5. 1

Si z=a+ibeC el argumento de z es arg(z)=

a=|z|cos @ =|z|cos(6) =Re(z)
b =|z|sen6 =|z|sen(#) =Im(z)

Si z=a+ibeC la magnitud o médulo de z es |z|=+a’ +b

arctan (9) 6tan™ (Ej sia=0
a a

%sia=0yb>0

377[sia=0yb<0

(ver Figura 5.3).
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Figura 5. 3

b b Iz=a—i—zb

S/

% Ll

N L2

By
4 i

¥/ 8 0w

~ v =
& !
a
—_—
|z|cos(8)

Forma trigonométrica o polar de un niumero complejo




O=arg(z)

7| =+a® +b?
7

z=a+ib=|z(cos(6)~+isen(0))=|zcis(0) =|z|e” donde {

Férmula de Moivre

Si z=|z|(cos(8)+isen(6)) entonces z" =|z|"(cos(nd)+isen(nd))

forma polar, el producto es z,-z,:=|z||z,|(cos (6, +6,)+isen(6,+6,))

Z1" Z2

%
/
R 22
(=4
‘)X =~
g [ 7
i
1
e
Figura 5. 2

Para efectuar la division entre nimeros complejos es conveniente expresar el

: z . g X -
inverso de z en la forma |—2 es decir z :W’ ya que se puede escribir la
z z

- - .7 7 - W _l
division de nimeros complejos como —=W-Z " =W-— =
z

-Z

N
=

Interpretacion geométrica del producto de numeros complejos (ver Figura 5.4).

Si z,=|z(cos 6, +isend,) y z, =|z,|(cos @, +isend,) son dos nimeros complejos, en

Solucién:

1+2'_=(1+2i)( 1 _]=(1+2i)(3_4lj:(l+2i)(i—iiJ=E+£i
3+4i 3+4i 9+16 25 25 25 25

Respuesta correcta: B)
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1.4 Una de las raices cuartas de —i es:

A) cos| = |+isen| =«
B) cos Z;z +isen Z;z
8 8

C) cos| = |+isen gﬂ'

D) cos %7[ +isen

Para obtener raices de nUmeros complejos, es util expresar al nimero complejo
z en forma polar z=|z|(cos@+isend), entonces las raices enésimas de z estan

dadas por:

0+2kr) . 0+ 2kr 0+ 2kr £l
Z, = |z|{cos(Tj+|5en(Tﬂ \/|_|( j 2| e

donde k {0,1,2,---,n —1}

Interpretacion geométrica de las n raices de z : Todas las raices se encuentran
en una circunferencia con centro en el origen, de radio ,”/|z| y estan igualmente
espaciadas, es decir formar un poligono regular (ver la Figura 5.5).

z = |z|(cosO + isen®)

Zn—3 Zn—2

0+ 2nk 0+ 2nk
2 = V2| (COS(H) + ?:SCTL(H))
" n
donde k € {0,1,2,..-,n— 1}

Figura 5. 3
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Propiedades basicas

Conjugacién compleja Mdédulo complejo
a) Si z=a+bise tiene Z=a-hi a) |z|>0
b) z,-2, =2,-2, b) |z2]=0<=z=0

€) |z,-2,| =[z|-|z,|

z Z
C) Z_i ==L donde z, #0 ol
g d) Z—=m,donde z,#0
2 2
- 2
d) z-2=|¢| i} |Re(z)|g|z|
e) z=71<12€eR f |Im(z)|g|z|
D Re(2)="5" 9) 7]=|7]
9) Im(z)=£ h) |z, £2,| <|z,| +|2,|
_ ) [z -z <|z £z,
h) Z=z

i) |z+2,|=|z|+|z.| =arg(z,)=arg(z,)

K) |21_22|2 +|21+ Zz|2 = 2<|Zl|2 +|22|2)

Propiedades del argumento
a) arg(z,-z,)=arg(z)+arg(z,) (mod27)

b) arg (E—J —arg(z,)-arg(z,) (mod 27)

c) arg(Z)=-arg(z,) (mod 2x)

arg(z)—arg ()
2

d) Si z=|z|(cos(0)+isen(0)) = 6=

Potencias de "i"

1si n=4k parakeZ

Isi n=4k+1parakeZ
~|-1si n=4k+2 parakeZ

—isi n=4k+3 parakeZ

n
|
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Solucién:

Se tiene que expresar al numero —i en forma polar o trigonométrica

o) (2l

Usando la formula z, = Q/M{COS(Q 2

ke{01,2,+,n-1)

kﬂj . (9+
+1Sen

n

Zkﬂﬂ donde

En este caso se tieneque z=—i, N=4y ke {0,L2,3}

Luego, las raices cuartas de —i son:

COsS

COsS

(ver la Figura 5.6).
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+isen

+isen

27z+2(2)7r

37z+2(3)7z

ol ()
ol oml]
ol
o) omi2)




7Y | on (3T
COS 8 sen 8

cos 15_7r + sen 15_7r
8 8

Figura 5.4

Respuesta correcta: B)

Situacion 2. Los nameros complejos en la geometria (recta y circunferencia).

2.1La ecuacion de larecta y=mx+b en el plano complejo es

A) (m;iju(mz_ijhb:o, donde z=x+iy

B) (m;jZ—(m;jz b=0, donde z=x+iy

C) (mz—ijz_tm;ij —-b=0, donde z=x+iy

D) (mz—ijp{m;i] +b=0, donde z=x+iy
Solucién:

Sea z=x+iy en el plano complejo, entonces Re( ) x y Im(z)=y , al sustituir en

la ecuacion de larecta y=mx+b, tenemos Im(z)=m(Re(z))+b
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. 7471 -1 . ., .
Pero también Re(z)zT e Im(z)zT, al sustituir en la expresion anterior
i

272 _m| ZEZ | 4b, luego como 71=—i
2i 2 I
22| 2 b= | 22 (i) =m| 22 [+b=m| 22 4| 222 |+b=0
2i 2 2 2 2 2
:>(m+ljz+[m_lji+b=0

2 2
Sea B=m+lz>§=%ylaecuacién sereducea Bz+Bz+b=0

2
Respuesta correcta: A)

2.2 La ecuacion de la recta vertical x=c en el plano complejo es:
A) z+z-c=0,donde z=x+iy
B) z+z-2c=0, donde z=x+iy
C) z+z+c=0,donde z=x+iy

D) z+z+2c=0, donde z=x+iy

Solucioén:

Sea z=x+liy en el plano complejo, entonces Re(z)=x al sustituir en la ecuacion

. ., 747 o
de larecta x=c, se tiene Re(z)=c. Perotambién Re(z)=——, al sustituir en la

y: . . Z+17 = g
expresion anterior se tiene T =C=>17+2-2c=0, se puede notar que la ecuacion

de la recta en el plano complejo Bz+Bz+b=0 es vertical si se tiene que B=1

Respuesta correcta: B)
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2.3La ecuacion de la circunferencia con centro en (x,,y,) Yy radio r en el plano
complejo es

A) 7-2+202+2,-2+|7,[ +r?=0, donde z, =x, +iy,

B) z-2+20-2+2, - 2+|z,[ ~r?=0, donde z, =x, +iy,

C) z-2-20-2-12,-2+|z,[ ~r*=0, donde z, = x, +iy,

D) z-2-20-2-2,-2+|z,[ +r?=0, donde z, = x, +iy,
Solucion:
Como (x,,Y,) es el centro de la circunferencia en forma cartesiana, entonces se
puede considerar al complejo z, =x,+Y,i como el centro en el plano complejo,

entonces todos los puntos z en el plano complejo que distan de z, una distancia
r cumplen que

lz-z,|=r =22, =1 <:>(z—zo)-(z—zoj=r2 <:>(z—zo)(2—z_oj:r2

©12-2-202-12,- 24|z, ~r?=0
— 2 ., .
Sean A=1, B=-z, y C=|z,| —r? entonces la ecuacion queda escrita como
Az-7+B-z+B-z+C=0, notar que A y C son ndmeros reales

Respuesta correcta: C)

2.4Si en la ecuacion Az-z+B-z+B-z+C =0, donde A y C son nimeros reales,
A =0 representa una circunferencia en el plano complejo. ¢Cudl es su radio en
términosde A,By C?

A)erwF+AC

[A

JIB|-AC

B) r=eX———
A

B|+ AC

C) r=X———
A

B - AC

D) r=+—
A
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Solucién:

Como Az-z+B-z+B-z+C =0 es la ecuacion de la circunferenciay A es un nimero
real diferente de cero, al dividir cada miembro de la ecuacién por A, se obtiene

- B_ B:-C
Z-2+—-72+—-72+—=0,
A

A A
or lo que el centro es E——z_:—E—z_: _B —;:—E—z — 7 __E
p q A_ 0 A_ 0 A (0] K_ 0 0 — A
. — | B B | |B
Ademas |z =z,-2, = — :%
2
Por lo que para el radio se tiene E=|Zo|2—r2:>r2:|zo|2—E:>r2: Alz,| -C
A A A
B . [Bf-AC
2 A—--C 1 —— 2 2
Luego O 2 M A R N _ZAC:”:\“B| —AC
A A A A A

Respuesta correcta: D)

Situacion 3. Numeros complejos dentro del campo de la trigonometria.

: . . 1
3.1 Si z=cos@+isen @ expresar sen & en términos de z y de —
z

A) sen H:E(z +}J
2 z

B) sen ezi_(z +E]
2i z

C) sen 9:%(2—})

z

D) sen Hzi_(z—ij
2i Z
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Solucién:

Si z=cos@+isen 6 entonces Z =cosé—isen € y ademas se tiene que

1 z coséd—isen 4 cos @ —isen 6 . - 1 _
—=—= 5 5 = =cos@—isen =7 =>==12
Z |zI° (cos@) +(sen 6) 1 z
1 _ : .
es decir —=Z para todo complejo z cuyo moédulo sea 1, luego como
z

z=cos@+isen 6 y }=cos¢9—isen 6 se tiene Z+}=2COS«9 y z—}=2i-sen 6. Por
z z z

lo tanto 0050:£(2+}j y sen ezi(z—lj.
2 z 2i z

Respuesta correcta: D)

3.2 Si z=cos@+isen & expresar cos(nd) en términos de 2" yde in
z

A) Cos(ne)zi(zwinj

B) cos(ne):%(zui)

) cos(n@):%(z"_ij

D) cos(ne)zi_[z"—inj
Solucién:

Si z=cos@+isen &, por la formula de Moivre tenemos que la potencia enésima de
z es 2" =(cosO+isen 0)" =cos(nd)+isen(nd),y anadlogamente para la potencia

enésima de Ezf es zi” Gj =(cos@—isen 9)”=cos(n9)—isen(n9)
z

1

Como z" =cos(n@)+isen(nd) y —
z

=cos(n@)—isen(né), se tiene z”+z—ln:2cos(m9)
y z—%=2i~sen(n6?) Por lo tanto cos(na):%(zuzinj y sen(ne):%(z”—z—lnj.

Respuesta correcta: B)

97



3.3 Deducir la identidad sen®@ en términos de angulo doble del cosé
1-cos(20)
2
1+cos(20)
2
1-sen(20)
2
1+sen(26)
2

A) sen® 0=
B) sen® 0=
C) sen® @=

D) sen® 6=
Solucién:

22 = (cos @ +isen 8)° =cos(26)+isen(26)
Si z=cosf+isen 0= y
2% =(cos@—isen 0)° =cos(20)—isen(26)

Por Moivre se tiene

sen 9:%(2_9: senZG:(EJZ(z—%T =—%(z2 —2+ z‘z)
= sen’d = —%[(cos(29)+@>@)—2+(cos(29)—@>@)} = —%[Zcos(ze)—zj

1-cos(20)
2

= sen’d =

Respuesta correcta: A)

3.4 Deducir la identidad cos® @ en términos de angulos mdltiples del cosé o sen @
_ cos(360)—3cosd

A) cos®@
4

B) cos’ 9=c05(30)+3c0549
4

C) cos’ ez—sen(39)+35en 0
4

D) cos® &= sen(36)—3sen O
4
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Solucioén:

2% = (cos @ +isen 8)’ =cos(36)+isen(36)
Si z=cosf+isen 0= y

2% =(cos@—isen 0)° =cos(360)—isen(36)
Por Moivre se tiene que

cosH:%(H%j: cos39:(%j3(z+%j3 :%(23 +3z+3z27'+ 2*3)
= c0s’ 0
= %[cos(?ﬂﬁ@l}(@ﬁi+3(0039+M)+3(0039—M)+cos(39)—@>@}

cos(30)+3cos &
4

1 1
= 5[2 cos(36)+6cos 9] = Z[cos(30)+3cos 9] —cos’ =

Respuesta correcta: B)
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AUTOEVALUACION

Situacion 4. Fracciones continuas con numeros complejos.

4.1 La forma binomial de la fraccién 1# es:
+i

A) 2+2i

4.2 La forma binomial de la fraccién ; es:

1+i+L_
1+i

A) 3-3i
B) 3+3i
C) 1+£i

3 3

oy 1 1
3 3

4.3 La forma binomial de la fraccion : . es:
1+i+

1+i+-—
1+i
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4.4 La forma binomial de la fraccion

1+i+

1+i+

1+i+¥_
1+i

es:
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UNIDAD 6. ECUACIONES E INECUACIONES POLINOMIALES EN
UNA VARIABLE

Objetivos especificos
El alumno:

e Planteara problemas que se modelen mediante ecuaciones polinébmicas de
grado superior a dos y los resolvera a través de las técnicas basadas en los
teoremas correspondientes, con el fin de desarrollar un pensamiento l6gico
y abstracto.

e Resolvera inecuaciones que se reduzcan a la solucion de inecuaciones de
grado uno o dos, mediante el uso de las propiedades de orden y de valor
absoluto con el fin de desarrollar un pensamiento analitico.

e Explicara la relacion entre los resultados de una ecuacion o una inecuacion
polinomial obtenidos analiticamente con la representacion grafica de la
funcién polinomial afin, para potenciar su aprendizaje.

Situacion 1. Resolucién de ecuaciones algebraicas con coeficientes enteros.

1.1 Las raices enteras de 4x° + x> —x* -3x—1=0 son:

A) -1
B) No tiene raices enteras
C) 1
D) -2

Conceptos béasicos de polinomios
Una expresion de la forma a, +ax+a,x’+---+a x", donde a R (0 a €C) para

toda ie{12,--,n} es llamada un polinomio en la variable "x", todos los a; son
llamados coeficientes. Cada ax' de la expresion es llamado el i-ésimo término
del polinomio. Si a, #0 el polinomio es de grado n,yal término a x" se le conoce
como el término principal. Si a, =1 al polinomio se le [lama monico.

Las constantes distintas de cero son consideradas como polinomios de grado
cero, pero si la constante es cero es llamado el polinomio nulo y no se le asigna
ningun grado o bien se dice que es de grado oo.
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A menudo es conveniente escribir a los polinomios con la notacion de funcién,
es decir P(x)=a, +ax+a,x*+---+a,x", por lo que al hacer una sustitucién de un

ndmero “c” en lugar de la "x" en P(x), se obtiene el valor numérico del polinomio
cuando x=c el cual se denotado por P(c).

Dos polinomios P(x)=a, +ax+a,x*+:--+a X" y Q(X)=by +bx+b,x* +---+b x" se
consideran iguales si a =b, paratoda ie{12,-,n}.

Operaciones entre polinomios

Sean P(x)=a,+ax+a,x’+---+aXx" y Q(x)=h,+bx+b,x*+---+b x", dos
polinomios donde m<n, se tiene que:

a) La suma o resta entre estos polinomios es
(P+Q)(x)=(a, £by)+(a, £b,)x+(a, £b,)x* +---+(a, £b,)x", donde el grado
de la suma o resta es menor o igual a n.

b) Para obtener el producto de dos polinomios, hay que multiplicar todos los
términos de uno con todos los términos del otro, y simplificar los términos
semejantes, se recomienda hacer la multiplicacion por el método de
coeficientes separados para evitar trabajo inutil, (ver situacion 1.4).

Si a,x" y b, x"son los términos principales de ambos polinomios entonces el

término principal del producto sera a b, x"" por lo que el grado del producto
es n+m.
c) Para la division de los polinomios P y Q, se usa el algoritmo de la division

con el cual se obtienen dos polinomios q(x) y r(x) tales que

P(x)=Q(x)a(x)+r(x) donde los polinomios q(x) y r(x) son llamados el

cociente y el residuo respectivamente.

Si ax"y b x™ son los términos principales de P y Q respectivamente,

tenemos que grad(q)=grad(P)—grad(Q), donde el término principal de q(x)
A, n-m

es =Xy 0<grad(r(x))<grad(Q(x)).

m
Si el residuo r(x) es nulo, se dice que P(x)es divisible por Q(x).
Al realizar una divisién o una multiplicacion se recomienda aplicar el método de
coeficientes separados, en el caso de que el polinomio Q(x) sea de grado uno

se recomienda usar el método de la divisidn sintética.

Nota: Para aplicar el método de coeficientes separados o el de la divisién
sintética es importante no olvidar los coeficientes nulos de los términos faltantes.
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Teorema del residuo (1)
Si el polinomio P es dividido por el monomio x—c, entonces el residuo de la
division es el valor numérico P(c).

Teorema del factor (2)
Si ¢ es una raiz del polinomio P, es decir P(c)=0 entonces x—c es un factor

de P, es decirP(x) es divisible por x—c.

Ecuacion algebraica
Si P es un polinomio con coeficientes reales o complejos congrad(P)>1

entonces P(x)=0 es llamada una ecuacion algebraica. Si un nimero c
satisface la ecuacion P(x)=0, se dice ¢ es una raiz del polinomio P .

Si grad(P)=n se dice que el grado de la ecuacién P(x)=0 es n.

Las ecuaciones algebraicas son llamadas segun su grado como sigue:
Si a,+ax=0es de grado 1 (lineal), si a,+ax+ax*=0 es de grado 2

(cuadrdtica), si a, +a,x+a,x*+a,x> =0 es de grado 3 (cUbica).

Corolario (del teorema del residuo y del factor)
a)Si la ecuacion P(x)=0 es de grado n, a lo méas tiene n raices distintas.

b) Si se conocen m raices c,,c,,-,c,, de la ecuacion P(x)=0, donde m<n
entonces P(x)=(x—-c,)(x—¢,)--(x—c,)P,(x), donde P,(x) es un
polinomio degrad(P,)=n—m Ilamado el polinomio reducido y se obtiene

al dividir P(x) entre (x—c,)(x—¢,)---(x—¢,).

Teorema de Identidad (3)
Si P y Q son dos polinomios ambos de grado menor o igual a n y ambos

coinciden en mas de n valores, entonces los polinomios son iguales.

Teorema Fundamental del Algebra (4)
Toda ecuacion algebraica con coeficientes complejos siempre tiene una raiz
real o compleja.

En forma equivalente

Todo polinomio P(x) con coeficientes complejos de grado n se puede
factorizar en n factores lineales, es decir existen c,,c,, --,c, numeros reales o
complejos tal que P(x)=a,(x—c,)(x—¢,)--«(x—c,) donde a, es el coeficiente

del término principal de P(x)
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Nota: Si un factor x—c, de P(x), para algin ie{1,2,3,-,n}se repite k veces,
decimos que laraiz ¢, es de multiplicidad k, y en este casoP(x) se puede
expresar con n—k factores lineales y uno de grado k

P(x):an(x—cl)(x—cz)---(x—ci_l)(x—ci)k(x—ci+1)---(x—cn_k).
Si al factorizar P(x) se consideran todas las multiplicidades de sus raices

tenemos P(x)=a, (x—¢,)" (x—c,)? --(x—c,)" donde k, +k,++k =n.

Teorema (5)
Si P(x)=0 es una ecuacion de grado n,y c es una raiz de multiplicidad k,
entonces P(c)=P (c)=P"(c)=--=P**(c)=0 y P*(c)=0
Si k =1 se dice que la raiz es simple, si k=2 se dice que la raiz es doble, si se
dice que la raiz es triple, si k =4, se dice que la raiz es cuadruple, etc.

Corolario
Todo polinomio P(x) con coeficientes reales se puede descomponer en

factores lineales o cuadraticos irreducibles con coeficientes reales.

Teorema (6)
Si P(x)=0 es una ecuacion algebraica con coeficientes reales y c=a-+bi es

una raiz compleja de P(x)=0 de multiplicidad k entonces €=a-—bi también
es una raiz de P(x)=0 y de multiplicidad k, es decir las raices aparecen en
pares conjugados.

Férmulas de Vieta (relacionan las raices de un polinomio con sus coeficientes)

e Sea P(x)=ax+a, lineal donde a, #0, si c, es la raiz entonces c, - %

e Sea P(x)=a,x*+ax+a, cuadratico donde a, #0, si c, y c, son las dos raices

entonces ¢, +c,=—L y ¢,-c, =2
2
e SeaP(x)=a,x’+a,x’+a,x+a, cubico donde a, #0, si ¢,,c, y ¢;, son las tres

raices entonces ¢, +c, +C, = —i, C,C, +C,C; +C,Cy = & Y €-C,:C= ~%
8, 8,
y asi sucesivamente para ecuaciones de mayor grado.

El siguiente resultado es util para encontrar las raices racionales de un polinomio
con coeficientes racionales.
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Se dice que dos enteros s y t son primos relativos, si su maximo comun divisor
entre ellos es 1.

Teorema (7)
Sea P(x)=c,+cx+¢,x*+:--+¢ X" con coeficientes enteros.

a)Si r es unaraiz entera de P(x)=0 entonces r es un divisor de ¢, .

b) Si % es una raiz racional de P(x)=0, donde s, t son enteros t=0 y primos
relativos entre si entonces s divide ac, y t divideac,.

En el caso de que Q(x)=3+ﬁx+ix2+---+ﬁxn =0 donde a,beZyh=0
b, b b b,
para toda ie{12,:--,n}, si b es el maximo comdn divisor de b b,, b

b, al
multiplicar la ecuacion por b se obtiene una ecuacion algebraica con coeficientes

enteros, que tiene las mismas raices que la ecuacion Q(x)=0.

Regla de los signos de Descartes
Dada la ecuacién P(x)=a,+ax+a,x*+---+a,x" =0, con coeficientes reales, se
tiene que el numero de raices reales positivas nunca es mayor al numero de
variaciones de signo de sus coeficientes a,,a,,---,a, y Si €s menor, siempre lo
es en un numero par.

Nota: Si se quiere determinar el nimero de raices reales negativas, se aplica la
reglaa P(—x)=0.

Solucioén:

Si res una raiz entera de la ecuacion entonces r es un divisor de —1 (el término
independiente del polinomio), y el conjunto de divisores de éste es{—l, 1}, para ver

si algunos de estos numeros de este conjunto es raiz de la ecuacion, se usa la
técnica de la division sintética

-4 4 -5 6 -3
-1 4 0 1 -1-3 -1 —Dividendo

! 4-4 5 -6 3 [4]
|

Divisor Cociente N
Residuo
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como el residuo es -4 #0 se tiene que —1 no es raiz, analogamente se tiene:

4 4 5 4 1

1/4 0 1 -1 -3 -1 como elresiduo es 0 se tiene que 1 es raiz

4 45 4 1 [0

Respuesta correcta: C)

1.2 Las raices racionales de 4x° +x®* —x*-3x—1=0 son:

1
A) >
1
B) -5
C) No tiene raices racionales
1
D) 1y —3
Solucion:

Por el ejercicio anterior tenemos que el polinomio se descompone como
4x° + X3 = x? —3x—1=(x—1)(4x* +4x° +5x* + 4x+1)

Asi que basta encontrar las raices racionales de 4x* +4x® +5x? +4x+1

Como el polinomio tiene coeficientes enteros, para encontrar las raices racionales,
se obtiene los divisores del término independiente 1 del polinomio, en este caso son

—1y 1, y también los divisores del coeficiente del término principal 4x* del

polinomio, en este caso son -4,-2,-1,1, 2 y 4, al hacer todos los posibles

cocientes de los elementos del conjunto {—1, 1}, entre los del conjunto
: 1 1 1 1

{-4,-2,-1, 1, 2, 4}, se obtiene {-1, -=, ——, =, =1, cuyos elementos son las
2 4 4 2

posibles raices racionales. Otra vez se aplica la division sintética, para
determinamos cudles de estos nimeros son raices.

Se tiene —1 no fue raiz por el ejercicio anterior
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. o 1
Asi que iniciamos con _E

-2 -1 -2 -1
1 . : 1 .
3 ‘ 4 4 5 4 1 como el residuo es 0 se tiene que 3 esraiz
4 2 4 2 [0
3 4
4 16 64
—% ‘ 4 4 5 4 1 como elresiduo es — =0 se tiene que —— no es raiz
s 3 1 47
4 16 |64
, 5 25 89
4 16 64
1 : 25 . 1 .
— 14 4 5 4 1 como el residuo es —— =0 se tiene que — no es raiz
4 64 4
s 5 25 89 [ 25
4 16 64
2 3 4 4
1 . . 1 .
> ‘ 4 4 5 4 1 comoelresiduoes 5#0 setiene que = no es raiz.

4 6 8 8 |5

Como 1 fue raiz entera y todo entero también es racional, se tiene que las raices

. 1
racionales son - y 1.
Respuesta correcta: D)

1.3 La multiplicidad de las raices racionales de 4x> +x® —x*-3x-1=0 es:

A 1y —% son raices de multiplicidad simple
B) 1y _% son de multiplicidad doble
C) La multiplicidad de 1 es doble y la de —% es simple

D) La multiplicidad de —% es doble y la de 1 es simple
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Solucioén:

Como 1 es raiz de la ecuacion 4x° +x®—x*-3x—-1=0, y si se quiere determinar la
multiplicidad que tiene debemos analizar la derivada del polinomio. Asi que su

derivada es 20x* +3x*—-2x-3, luego
20 20 27 25
1120 O 3 -2 -3

20 20 27 25 [22]

Como el residuo es 22#0, por el teorema (1) se tiene que 1 no es raiz de la
derivada del polinomio, por lo tanto, 1 es una raiz simple del polinomio.

1 . . : : .
Como - ©s una raiz del polinomio 4x°>+x*-x*-3x-1=0, y si se quiere
determinar su multiplicidad se aplica otra vez la divisién sintética a la primera

derivada en —%

-10 5 -4 3

i 20 0 3 -2 -3
2

20 -10 8 -6 |0

como el residuo es 0 se tiene que —% es raiz de 20x*+3x*-2x-3=0.

Nuevamente se deriva 20x* +3x* —2x—3 y se obtiene 80x* +6x—2=0, se aplica la
division sintética para calcular el valor numérico, al evaluar la segunda derivada en
1

2

-40 20 -13

—EBO 0O 6 -2
2

80-40 26
como el residuo es —-15#0, se tiene por el teorema (1), que —% no es raiz de la
segunda derivada del polinomio inicial, por lo que —% es una raiz doble.
Respuesta correcta: D)
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1.4 Descomponer el polinomio 4x°+x®—x*—-3x—1 en producto de potencias de
factores lineales.

Solucioén:

Como el 1 es una raiz simple del polinomio 4x° + x> —x* —3x—1, al aplicar el teorema
(2) se obtiene  4x° +x° —x* ~3x—1=(x~1)(4x* +4x> +5x* +4x+1) . Por otro lado

como —% es una raiz doble del polinomio 4x>+x*>—-x*-3x-1, entonces -3
también es una raiz doble del polinomio reducido 4x* +4x® +5x*+4x+1, asi que
2
. . . . : 1 1 ..
x+1 divide dos veces al polinomio reducido, es decir (x+§j =X+ x+Z , divide a

4x* +4x° +5x* +4x+1, para obtener el resultado de la division se usa la técnica de
la division por coeficientes separados, comprobando el resultado de la divisién con
la multiplicacién por coeficientes separados

4 0 4
1 4 0 4 —>4x* +0x+4
112|4 4 5 4 1 L
4 -4 -1 x 11 - X2+x+4
0 4 4 40 4
0 0 0 4 0 4
4 4 1 1 01
4 -4 -1 4 4 5 4 1-54x"+4x3+5x°+4x+1

[0]

2

2
4x* +4x° +5x2 +4x+1:(x+%j (4x2 +0x+4):4(x+%j (x2+1):(2x+1)2(x2 +1)

Finalmente, para factorizar el polinomio cuadratico x*>+1, basta recordar que las
raices cuadradas del -1 son iy —i,asi x*+1=(x+i)(x—i), resumiendo se tiene

Ax° + X3 — X2 —3x—1:(x—1)(4x4 +4x3 +5x%2 +4x+1) = (x—l)(2x+1)2 (x+i)(x—1)

Respuesta correcta: C)
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Situacion 2. Resolucion de ecuaciones algebraicas que satisfaga algunas
condiciones sobre el polinomio a resolver.

2.1El nimero posible de raices reales positivas del polinomio 4x®>+ x> —x*—-3x—-1
es:
A) O
B) 1
C) 2
D) 3

Solucién:

Al contar el nimero de cambios de signo, que tienen los coeficientes del polinomio
4x° +x° —x*-3x-1

4 01 -1 -3 -1

4 0
0
0 1
0
1 -1
1
-1 -3
0
-3 -1
%/_/

0

tenemos que sélo hay un cambio de signo y por la Regla de los signos de Descartes,
la solucion es, el polinomio tiene una raiz real positiva.

Respuesta correcta: A)

2.2 El nimero posible de raices reales negativas del polinomio 4x° +x* —x*-3x-1
es
A) 061
B) 163
C) 062
D) 264
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Solucioén:

Si cambiamos x por —x en el polinomio 4x®+ x> —x*—3x—1 se obtiene
4(—x)" +(—x)” =(—x)" =3(=x)~1=—4x* - —x*+3x—1

Y al contar el numero de cambios de signo, que tienen los coeficientes de este
polinomio

-4 0 -1 -1 3 -1

4 0
0
0 -1
0
-1 -1
0
-1 3
1
3 -1
%/_J

se tienen dos cambios de signo y por la Regla de los signos de Descartes, la
solucién es, el polinomio a lo mas tiene dos raices reales negativas o ninguna de
sus raices reales es negativa.

Respuesta correcta: C)

2.3 Encontrar las soluciones de la ecuacion 4x> + x> —x*-3x—1=0, si se sabe que

. . . 1
una de las raices es 1 y el producto de dos de sus raices es 7

A) —%,1, iy —i
B)%,—l,iy—i
C)—%,—li y —i
D)%,li)/4
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Solucién:

Como los coeficientes del polinomio son reales, se tiene que las raices complejas
del polinomio vienen acompafiadas de su conjugada, es decir el conjugado de la
raiz también es raiz del polinomio por lo que usando el teorema (2) se tiene

4x° + x> —x* =3x—1=(x—i)(x+i)P(x), donde P(x) es el polinomio reducido de
grado 3, para determinarlo, se puede aplicar la divisién sintética con iy —i

4i -4 -3i  3-i 1 ~4i 0 3 i
il4a 0 1 -1 -3 -1 vy —i‘ 4 4i -3 -3i-1 -—i
4 4i -3 -3i-1 -i 0] 4 0 -3 -1 [

Por lo que se tiene 4x°+x>—x° —3x—1:(x—i)(x+i)(4x3 —3x—1) .

Una manera de encontrar las raices del polinomio reducido 4x®> —3x—1, es usar las
férmulas de Vieta, para esto es necesario que sea monico, asi que el cociente que
se obtiene al dividir el polinomio por el coeficiente del término principal es

X3_§X_1
45 4

. ] . : 3.1 .
Luego, si 1, 1, y r, son las raices del polinomio x* _ZX_Z' se tiene que

3 1
nL+r,+r,=0, rl-r2+rl-r3+r2-r3:—z y rl-rz-rszz

Por otro lado, otra de las hipétesis es que el producto de dos de sus raices es %

estas noson iy —i, pues su producto es 1, asi que las raices que cumplen que

su producto sea % deberan de ser de las raices del polinomio reducido, sin pérdida

de generalidad, podemos decir que r, y r, son las dos raices que cumplen esto, asi

1
Ycomor+r,+r,=0, L+r,=-1y rl-rZ:Z:rl(—l—rl):

NP

2
:>r12+r1+£=0:>(r1+1) =0= r1+£=0:> r1=—l
4 2 2 2
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H

1
1. 4 a2 1 1 ]
Peror-r, = se tiene entoncesque r, === 1= por lo que -5 es raiz doble,

S
N |

. g 1. .
por lo tanto las soluciones de la ecuacion son: — Liy-i.

Respuesta correcta: A)

2.4 Encontrar todas las raices de la ecuacién 4x®+x®—x*—3x-1=0, si se sabe

que —% es una raiz doble
1 . .

A ——, 1L i1y-—i

) > Ly

B) %,—liy—i
1

C) — -1 iy —i

D) _%, 10y —i

Solucioén:

2 2
1 1
Como —% es una raiz doble entonces (X_(_ED :(X+§j divide al polinomio,

para factorizar se aplica la divisién sintética dos veces
-21-1 1 1 -2 2 -2 2

Lla 01131y —3‘4—22—2—2
2 2

4-2 2 -2 -2 [0 4 -4 4 -4 o]

2

2
Luego 4x5+x3—x2—3x—1=(x+%j (4x3—4x2+4x—4):4(x+%j (x3—x2+x—l),

como el polinomio x*>—x*+x—1 tiene coeficientes enteros, las raices enteras son
divisores de —1, asi que las unicas posibles son -1 0 1, se puede ver directamente
gue una de ellas es 1, otra vez por division sintética se tiene:
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1 01

1‘ 1 -1 1 -1 porlotanto x3—x2+x—1=(x—1)(x2+1):(x—1)(x+i)(x—i)

1

0 1 [0

. ., 1 . .
por lo que las raices de la ecuacion son: —5 Liy-—i

Respuesta correcta: A)

Situacion 3. Resolucién de una inecuacion por diferentes métodos.

3.1 Resolver la desigualdad

A)

B)

C)

D)

:
_w'__ u
5
]
_w'__ U
3
;
_w’__ U
5

%X—J.‘ <|2x—-2| usando propiedades de desigualdades

116

2) Si x,yeR, decimos que x>y si (x—y)ePuU{0}
3) Decimos X<y si y>Xx
4) Decimos X<y Si y>X

Los numeros reales R son un campo con las dos operaciones
usuales (suma y producto).

Para dar la relacion usual de orden en los niumeros reales R, se considera el
conjunto P = {x eR|x> O} c R, es decir los numeros reales positivos.

Elusode“ > 7y >”
1) Si x,yeR, decimos que x>y si (x-y)eP

Conceptos béasicos de orden




Propiedades de orden
Sean a, b, cyd en R
a) Sisetiene quea>byb>c=a>c (transitiva)
b) Para cualesquiera a y b, solo una de las relaciones siguientes es verdadera
a>b, a=b 6 a<b (tricotomia)
c) Sisetieneque a>bya<b=a=Db
d) Sisetiene que az0=a*>0
e) El neutro multiplicativo y el neutro aditivo cumplen la relaciéon 1>0
f) Cualquier nimero natural cumple la relacion n>0
g) Sisetiene a>b=a+c>b+c
h) Sisetieneque a>byc>d=a+c>b+d
i) Sisetieneque a>byc>0=ac>hc
j) Sisetieneque a>byc<0O=ac<bc

k) Sise tiene a>0:>1>0
a

[) Sise tiene a<0:>1<0
a
m) Si se tiene a>1=a*>a

n) Sisetiene O<a<l=a’<a

0) Si se tiene a<b:>a<a—J2rb<b

P)
ab>0=a>0yb>0 6 a<0yb<O

i)ab<0=a>0yb<0 6 a<O0yb>0
ii) b =0, %<0:>a>0yb<0 6 a<0yb>0

iv) b=0, %>0:>a>0yb>0 60 a<0yb<0

q) Sisetiene O<a<byO<c<d=ac<hd

r) Sisetiene O<a<b =a®<b?
s) Sisetiene a>0, b>0 y a’<b*=a<b
t) Sisetiene O<a<b =+a<+b

u) Sise tiene a<b :>a<a+b_—a<b

J2
v) Sisetiene a>0, b>0 :@s@sa—m
a+b 2
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Si ae R denotamos y definimos el valor absoluto de a como

asia>0
|a|= -asia<0

Propiedades de valor absoluto
a) |a|>0 paratodaaeR

b) |aj=0 <a=0
|ab| =|a||b| paratodaaybeR

o O
— ~—

|-a|=|a| paratodaacR

e) |d° =a? paratodaacR

f) |= _1 para toda a € R—{0}
al |
al _|a|
g) b :H paratodaa, be R donde b=0

h) Seab>0 setiene |a|=b<a=1b

i) Seab>0 setiene |aj<b<-b<a<b<ae[-bb]

j) Seab>0setiene |[a|>b<a>b da<-b < ae(—0,~b]u[b,)
k) Seab<0, donde |a|>b, entonces cualquier a€R cumple |a|>b
) Seab<0, donde |a|<b, entonces ningiin aeR cumple |a|<b
m) —|aj<a<|a| paratodaacRR

n) |a+b|<|a+|b| paratodaaybeR

o) |a—b|<|a|+|b| paratodaaybeR

p) |a+b|=|a|+|b] < ab=0

a) |a|-|b|<|a+b| paratodaaybeR

r) |a|-|b]|<|a—b| paratodaaybeR

Solucioén:

2
1x—].‘ s|2x—2|2
2

Como >0y [2x-2/>0 =
Propiedad s)
de orden

1x—l
2

2

1 2 1

= (—x—l <(2x-2) =  IX*—x+1<4x*-8x+4
Propiedad €) Desarrollando 4

de valor absoluto los binomios
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15
= 0<=xP-7x
Propiedad g) 4

de ordeny

simplificando

4(y2—7y+45j
= 0< 4

.. (145x)2 —7(fo+f(3)

+ 3 Multﬁi:amos - 15

E JE—

15 )

4

2 2
(EIRHE
2 2 4
0<

Llamando
e 15
7 =y

=

=
Completando 15
cuadrados

2
4(y—7j —49+45
0<

Simplificando

2
2 = 0< s y— ! -1
15 Simplificando 15 2

2
Propiedad p) 2 Factorizando 2 2
de orden resta de cuadrados

9 5
-—2>0 -—2>0
y > y'y 5

9 5 .
— . (0]
Simpli?:ando (y Zij 2)20 Propi_;:l>ad p)

de orden

9 5
~2<0y y-2<0
y-5<0y y=2

Ex—gzo y Ex—§20 Eng y EX>—
4 2 4 2 4 2
= 6 - 0
s 9 15 5 WSl 9 15 s
e —Xx——<0 —Xx——<0 —X<— Yy —X<—
4 2 4 2 4 2
6 2
X>— X2>—
5 y 3
= 0
P erorden
simplificando ng y ng
5 3
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=

Escribir

0
Intzrr]valos 6 2 2
Xe| —0o,— |M| —00,— |=| —00,—
(o3

(ver Figura 6.1)

Wi @
=

Figura 6.1

= XE(—oo,g:l U[g,oo) (ver Figura 6.2)

Solucién

A

@i @
[S A= I ]

Figura 6.2

Respuesta correcta: A)
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3.2 Resolver la desigualdad

A) —w,%}u‘:g,oo)

%x—4 <|2x—2| por un método gréafico

B) —oo,—E U g,ooj
5| |3
C) —oo,—E U E,ooj
3] |5
AEEVEN
5] | 3
Solucién:

El lado izquierdo de la inecuacion se puede considerar como la funcion
f(x)=

la cual representa una recta con pendiente % y ordenada al origen -1, vy

lx—l
2

. Primero se grafica y :%x—l (lo que esta dentro del valor absoluto),

posteriormente se obtiene valor absoluto como se muestra en la Figura 6.3

fle)= ;.1:—1

Figura 6.3

Analogamente se procede con la funcion g(x)=|2x—2| (lado derecho de la

inecuacion), lo que esta dentro del valor absoluto y=2x—-2 es una recta con

pendiente 2 y ordenada al origen —2, posteriormente se obtiene el valor absoluto
como se muestra en la Figura 6.4
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i glx) =2z - 2|

Figura 6.4

Para encontrar la interseccion de las dos funciones f(x) y g(x) se usa una de las
propiedades del valor absoluto como sigue

lx—1:2x—2:>x:§

1 .
=x-U=[2x-2| = 6
2 Propiedad h)

de valorabsoluto

ugl|lo

%x—lz—(Zx—Z): X =

vee (33 (32 o2 o2 63

son los puntos donde se cortan las graficas, como se muestra en la Figura 6.5

Wl
[ =)

f(x) = %;1: -1 < g(z)= |2z -2

Figura 6.5
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Al observar la gréfica, se tiene que f(x) < g(x), si XE(—oo,ﬂuE,oo), por lo

lx—J{£|2x—2| es si Xe(—oo,giluliﬁ,ooj
2 3 5

que la solucién de la inecuacion

(ver Figura 6.6).

Wl
(S Y =

Figura 6.6

Respuesta correcta: A)

3.3Resolver la desigualdad

o (35

%X—J.‘ <|2x—-2| por casos

B) _w,_g U g1w]
5] L3
C) —oo,—g U g,ooJ
3] |5
D) —oo,—E U —g,ooj
5/ | 3
Solucién:

Por un lado, se tiene

1X—4 1x—1 1(x—2)
1x—4§|2x—2|:_2—_ o 12 el <ie X221
2 SR immar e x4
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Como 1 no esta en la soluciéon de

1 . . .
Ex—J.‘ s|2x—2|, se tiene que la solucién de esta

X—2

es equivalente a la solucion de x4
X_

<1

En lugar de usar la propiedad i), se resuelve por casos, como se muestra a
continuacion.

Hacemos un esquema del procedimiento:

Caso 1 Sila solucion de

YV >0 es el conjunto A, con esta condicion se tiene
X_

x=2| x-2 . , X—2
= y si la solucion de

= <1 es el conjunto B, porlo que la
4x—4| 4x—4 4x—4

solucion del primer caso seria ANB.

Caso 2 Sila solucion de

YV <0 es el conjunto C, con esta condicién se tiene
X_

x—2| X—2 . , -
=— y si la solucion de —
4x—4| 4x—4 4x—4

<1 es el conjunto D, por lo que

la solucién del segundo caso seria CND.

Por lo tanto, la solucién es (AnB)U(CND).

X—2

Caso 1: Para encontrar el conjunto A resolvemos la desigualdad >0

4x-4>0y x-22>20 x>1y x>2
>0 ) & )
4x-4<0 y x-2<0 x<ly x<2
XE(l,oo)ﬁ[Z,oo):[Z,oo)
& 0 = Xe(—oo,l]U[Z,oo):A
XE(—oo,l)ﬂ(—oo,Z]:(—oo,l]

X—2
4x—4
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X—2

Para encontrar el conjunto B resolvemos la desigualdad <1

X—2<4x—4si 4x—4>0 por la propiedad de orden i)
—_—

x>1
<ls 0
X—2>4x—4si 4x—4 <0 por la propiedad de orden j)
—

x<1

2
& 2
[2<3XPropﬁadi)3<XJ y x>1 X€|:§,00]ﬁ(1,00):(1700)

de orden

= 0 = 0
Propiedad g)

de orden 2 2 2
(223X = —ZXJ y x<1 XE(—OO,g}ﬁ(—OO,l)z(—oo,g}

Propiedad i) 3
de orden

= XE(—®,§:|U(1,00)= B

Para el primer caso tenemos

ce((odof2en)n| (<02 ]on) |- <= 2|ulz)

= Xe[—oo,%}u[Z,oo): ANB

X—2

Caso 2: Para encontrar el conjunto C resolvemos la desigualdad <0

4x-4<0y x—2>0 x<ly x>2 [xe(-0,1)n(2,%0)=&

X—2 .
<0 0 = 0 = o]
4x -4
4x-4>0 y x-2<0 X>1y X>2 x (L) (-x,2)=(12)
elxe(12)=C

Para encontrar el conjunto D resolvemos la desigualdad — 4X_24 <1

125



—(x—-2)<4x—4si 4x:11> 0 por la propiedad de orden i)

<l 0

—(x—2)>4x—4si 4x—4<0 por la propiedad de orden j)

x<1

6 -
2 6 6
(6<5XProp|:ed>adl)5<X} y x>1 X e g,oojﬁ(l,oo):{g,ooj

de orden

= (0] = 0]
Propiedad g)
de orden 6 6
6>5x = —>x|y x<1 e = N (-0,1)=(-=.1)
Propiedad i) §
de orden

o XE(—OO,].)U|:§,OOJ: D

Para el segundo caso tenemos

e.2)r| (22| 2 |- (2 ()| 02| £ -2 2]

= XE‘:g,2j=CﬂD

Por lo tanto, la solucion de la desigualdad es

xe(AnB)u(CND) <= XE[(—%,%}U[Z,@)}UI:S,Z]D XEE—OO,E:'U[

(ver Figura 6.7).

Figura 6.7
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Es claro que si usamos la

propiedad i) de las desigualdades es mas facil, ver los

casos en los que lo subdividimos

-1(4x-4)<x-2 y 4x-4>0
X—2 °
1< ~1(4x-4)2x-2 y 4x—4<0
X—2 X—2
<l -1< <le y = y
4dx -4 4dx -4
X—2 <1 x—-2<1(4x-4) y 4x-4>0
4x -4 o)
x—2>1(4x-4) y 4x-4<0
§<X y x>1 Xe_—,oojm(l,oo)z{g,oo)
5_ L 5
) 0
gzx y x<1 Xe —W,g}ﬂ(—w,lﬁ(—w,l] Xe(—OO,l]U‘:g,ooj
= y = y = y
gSX y x>1 xE_g 0 m(l oo):(l oo) Xe[—oo,g}u(l,oo)
3 '3’ ’ ' 3
0 6
22xyx<1 Xe —oog m(—ool)— —oog
3 '3 LT3
@Xe((—oo,l]u[g,oojjm( —oo,z}u(l,oo)j:(—oo,z}u[g,ooj
5 3 3 5

= XE(—OO,

M

Respuesta correcta A)
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3.4Resolver la desigualdad

%x—l‘ < |2x— 2| , usando la continuidad de las funciones

(=33
3 5

B) —oo,—g U g,oo]
5] |3

C) —oo,—g U §,ooj
3] |5

D) —oo,—E U —g,ooj
5] | 3

Teorema del valor intermedio (8)
Suponemos que f:D;, c R— R esunafuncion continua en sudominio D,, para

cualquier intervalo [a,b] contenido en D,, se considera un nimero r entre los
valores f(a)y f(b), entonces existe ce[a,b] tal que f(c)=r

Nota: Los polinomios son continuos, composicion de funciones continuas es
continua y el valor absoluto es continuo.

Solucién:
Si se considera el signo de desigualdad por uno de igualdad en la inecuacion dada,

se obtiene la ecuaciéon

1 .,
Sx-1= |2x—2|, y se resuelve la ecuacion

lx—1:2x—2:> x:2
1 2 3
—x—1‘:|2x—2| = 6
2 Propiedad h)
de valorabsoluto 6
=x-1=—(2x-2)=>x=—
. . 2 2 6
Luego, estos valores dividen a la recta real en tres intervalos —oo,5 3%

(gooj como se muestra en la Figura 6.8
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I

216
3|5
0 14 2
15
Figura 6. 8

Se tiene que todos los numeros de cada intervalo en que se dividi6 a la recta real
deberan satisfacer la inecuacion o ningin niumero la satisface, debido al teorema

(8), ya que la funcién h(x)=

%x—4—|2x—2| es continua en cada intervalo en la que

se dividio la recta.

. . 2 . . .
Si elegimos OE[‘“”E) en el primer intervalo y sustituimos este valor en la

inecuacion

%x—4£|2x—2|, se observa que

%(o)_qg\z(o)_z\:»|_qs|_z| se
cumple, es decir, este numero satisface a la inecuacién, por lo tanto todos los

, . 2 , .,
numeros del intervalo —oo,§ estan dentro la solucion.

Se toma %e(ggj en el segundo intervalo y sustituimos este valor en la
inecuacion |=x— <|2x-2|, se observa que e P Y e Y P A Y
2 2\15 15 15 15

no se cumple, es decir, este nimero no satisface a la inecuacién, por lo tanto ningun

. : 2 6 .
nuamero del intervalo 3T puede estar en la solucion.

Si elige 2 e[g,oo en el tercer intervalo y sustituimos este valor en la inecuacion

%X—J.‘ <[2x-2|, se observa que

1 2)-1<(2(2)-2|=10|<|2| se cumple, es decir,
2

este numero satisface a la inecuacion, por lo tanto todos los niumeros del intervalo

6 . .,
g,oo estan dentro la solucién.
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- , 2 6 : : ., . L
Como también los numeros Ey E satisfacen la inecuacion, se tiene que la solucion
SERES
€S | —o,— [U| =, |.
3 5

Respuesta correcta A)
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AUTOEVALUACION

Situacion 4. Inecuaciones cuadraticas.
4.1La solucién de la inecuacion x* +x—2>0 es
A) (—oo,—Z]u[l,oo)
B) (-2,1)
C)[-21]
D) (—oo,—2)u(1,oo)

4.2 La solucién de la inecuacion 4x*+4x+1>0 es
A) &
B) (—oo,oo)

o~}
o2

4.3 La solucion de la inecuacion x* —2x+3<0es
A) I
B) (—oo,oo)
C) (—oo,l)u(l,oo)
D) [2,00)

4.4Resolver la desigualdad x* —4x+3>0 por un método grafico
A) (—0,1)U(3,x)

B) (—0,1]U[3,)

C) (13)

D)[13

3]
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MODELO DE EXAMEN EXTRAORDINARIO
Situacién 1. Operando conjuntos.
Sean A,B conjuntos tales que AnB=A.

1.1 Calcula la unibon AuB [1 punto]
A) A
B) A°
C)B
D) B¢

1.2 El resultado de A—B es [1 punto]

A) A
B) B°
C) A°
D) @

1.3 Calcula A° UB°, donde el complemento se toma en un conjunto U que contiene
aAyB. [2 puntos]

A) O

B) B°

C) A°

D) A°nB°

1.4 Calcula (A-B)u(B-A). [3 puntos]
A) B¢
B) B-A
C) A-B
D) A°
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Situacion 2. NUmeros enteros.

Una propiedad de los nimeros enteros es la siguiente:

P : Todo niimero entero tiene algun divisor

1.2 La proposicion P escrita en lenguaje analitico es: [1 punto]

A) Existe w tal que paratodo z, si es numero entero entonces w es divisor

de z

B) Existe w tal que paratodo z, si z es nimero entero entonces zes divisor
de w

C) Paratodo z, si z es numero entero entonces existe w tal que w es divisor
de z

D) Paratodo z, zes nimeroy existe wtal que w es divisor de z

1.3 La negacion de la proposicion P escrita en lenguaje analitico es:  [3 puntos]

A) Paratodo w, existe ztal que z sies numero enteroy wno es divisor de z
B) Paratodo w, existe z tal que zes numero enteroy z noes divisor de w
C) Existe ztal que z es nimero entero y para todow, w no es divisor de z
D) Existe ztal que z es numero y no existe wtal que w no es divisor de z

1.4La negacion de la proposicion P escrita en lenguaje coloquial es:  [2 puntos]

A) Ningudn numero entero tiene divisores
B) Ningln namero entero no es divisible
C) Algan numero entero no tiene divisores
D) Algun namero entero es divisible

1.5Suponiendo que la proposicion P es verdadera, y puesto que 0 y 4 son
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nameros enteros, ¢ cual de las siguientes afirmaciones es cierta? [2 puntos]

A) Existe wtal que wes divisor de 4
B) Existe wtal que 0 es divisor de w
C) Paratodo w, w es divisor de 4
D) Paratodo w, 0 es divisor de w



Situacion 3. Demostracion por casos.

La siguiente es una demostracion (en la que se han omitido algunos argumentos)

de que ACUBC < (ANB)°, es decir:
Si xe A°UBC entonces xe(ANB)°
Demostracion

(1) xe ACUBC Hipotesis
(2) xeA® 6 xeBC = s
(3)sixe A entonces xe(ANB):

(@) xe A€ Hipdtesis de (3)

(b) xg A (a) Definicion de complemento
(€) xgA 6 xgB s e
(d) xgAnB e e
(e) xe(ANB)° (d) Definicion de complemento

(4) Si xeB® entonces xe(AnB)°:

(a) xeB® Hipotesis de (4)

(b) x¢B (a) Definicion de complemento
() xgA 6 xgB  —mmmmeem
(d) xg AnB

(e) xe(ANB)° (d) Definicion de complemento

(5) Xe(ANB)° = eeemmmmeen s

3.1El argumento que explica porque el paso (2) es:
A) De la disyuncion a la parte
B) Definicion de unién
C) Definicion de complemento
D) De la parte a la disyuncion

3.2 La argumentacion del paso (c) es:
A) (b) De la disyuncién a la parte
B) (b) De la parte a la disyuncién
C) (b) Definicién de complemento
D) (b) Definicién de union, girada

[1 punto]

[3 puntos]

135



3.3 La argumentacién del paso (d) es:

A) (c) Definicion de interseccion, girada
B) (c) Definicion de disyuncion, girada
C) (c) De la disyuncion a la parte

D) (c) De la parte a la interseccion

3.4 La argumentacion del paso (5) es:
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A) (4) y (5) Por casos

B) (3), (4) y (5) Por casos

C) (e) De lo idéntico

D) (d) Definicién de complemento

[2 puntos]

[2 puntos]



Situacion 4. Entrevista con un director.

En una preparatoria, un grupo de sexto grado de 30 alumnasy 20 alumnos solicita
una audiencia al director de la escuela, quien decide entrevistarse con un comité de
seis integrantes que represente al grupo.

4.1 Si en el comité deben estar el jefe y el subjefe de grupo ¢ de cuantas maneras
es posible formar un comité? [1 punto]
A) 10182480
B) 50063860
C) 194580
D) 487635

4.2 Si en el comité que hablara con el director s6lo debe haber mujeres, ¢ cuantos
comités se pueden formar? [2 puntos]
A) 12271512
B) 4060
C) 24360
D) 593775

4.3 Si el jefe de grupo es varon y si deben estar el jefe del grupo y exactamente tres
alumnas ¢ cuantas formas hay de elegir un comité? [2 puntos]
A) 462840
B) 694260
C) 1906884
D) 24360

4.4 Si el dia de la audiencia los asistentes se anotan en una lista, y asiste la mitad
de los hombres y la tercera parte de las mujeres del grupo, ¢,de cuantas formas
pudieron haber quedado escritos los seis primeros nombres en la lista?

[3 puntos]

A) 38760

B) 14400

C) 27907200
D) 907200
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Situacion 5. Numeros complejos con el mismo modulo.

5.1 Si z=3+4i ¢cuéal es modulo de 1? [1 punto]
z
A) 5
1
B) =
) 5
C) 5

D)%

5.2 Si zeC—-{0}, tal que |z|=‘1
z

. _ , 1
¢ Qué caracteristica cumplen los nimeros z y =?
z

A) Estan en una hipérbola
B) Estan en la circunferencia
C) Estan en una parébola

D) Estan en una elipse

5.3 ¢Qué numeros complejos z cumplen |z|=H=|1—z|? [2 puntos]
z

5.4 ¢Cuantas raices clbicas de -1, distintas de —1 cumplen |W|=H=|1—w|?
W

[3 puntos]
A) No hay ninguna
B) Hay dos

C) Hay una
D) Hay tres
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Situacion 6. El cine y numero de hijos de una pareja.

Una pareja decide ir al cine con sus hijos y tiene 3 opciones para ver la misma
pelicula, en Cinemal, Cinema2 o en la Cineteca Nacional, pero tiene un
presupuesto de $ 500.

6.1 Si la entrada a la funcion de Cinemal tiene un costo de $ 97 por persona y el
de Cinema2 es de $ 76, para el Cinemal no le alcanza, pero en Cinemaz2 si,
¢cuantos hijos tiene la pareja? [1 punto]

A) 3
B) 4
C)5
D) 6

6.2 Si todos los hijos de la pareja son menores de 12 afios, y el costo de la entrada
para menores de 12 afios en Cinemal es de $ 70 y en Cinemaz2 es de $ 60, pero
en Cinemal no le alcanza, y en Cinemaz2 si, ¢,cuantos nifios tiene la pareja? [2
puntos]

6.3 Si el costo de la entrada en la Cineteca Nacional es de $ 65 para los adultos y
de $ 50 para los nifios, pero tiene que pagar un costo de estacionamiento $ 100.

No le alcanza para ir a Cinemal, aunque no pague estacionamiento y en la Cineteca
Nacional si le alcanza, ¢ cuantos nifios tiene la pareja? [2 puntos]

A) 3
B) 4
C) 5
D) 6

6.4En Cinema2 no le alcanza, aunque no pague estacionamiento, pero en la
Cineteca Nacional si le alcanza reduciendo el estacionamiento a $50, ¢ cuantos
hijos tiene la pareja? [2 puntos]
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RESPUESTAS AL EXAMEN TIPO EXTRAORDINARIO

TEMAS SELECTOS DE
MATEMATICAS. 1710
Reactivo | Respuesta correcta
1.1 C)
1.2 D)
1.3 C)
1.4 B)
2.1 C)
2.2 C)
2.3 C)
2.4 A)
3.1 B)
3.2 B)
3.3 A)
3.4 B)
4.1 C)
4.2 D)
4.3 B)
4.4 C)
5.1 B)
5.2 B)
5.3 D)
5.4 B)
6.1 B)
6.2 C)
6.3 C)
6.4 D)
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE AUTOEVALUACION

Respuestas a los problemas de autoevaluacion. Unidad 1.
4.1 4.2 4.3 4.4
B) D) C) 1B)
Respuestas a los problemas de autoevaluacién. Unidad 2.
51 5.2 5.3 5.4
B) B) D) D)
Respuestas a los problemas de autoevaluacién. Unidad 3.
5.1 5.2 5.3 5.4 6.1 6.2 6.3 6.4
C) B) D) B) D) A S 1A
Respuestas a los problemas de autoevaluacién. Unidad 4.
4.1 4.2 4.3 4.4 4.5
D) B) A) B) C)
Respuestas a los problemas de autoevaluacion. Unidad 5.
4.1 4.2 4.3 4.4
B) 9) D) (A
Respuestas a los problemas de autoevaluacién. Unidad 6.

4.1

4.2

4.3

4.4

D)

B)

A)

)
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